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PREMIÈRE THÈSE. 



SUR 



LA CONNEXION LINÉAIRE 



DE QUELQUES SURFACES ALGÉBRIQUES. 



INTRODUCTION. 

Dans une Noie parue aux Comptes rendus (4 septembre 1899), M. Arlhur 
Berrj annonçait qu'il avait déterminé toutes les surfaces du quatrième degré qui 
possèdent des intégrales de difTérenti elles totales de première espèce, en em- 
ployant la méthode donnée par M. Picard ('). Cette méthode consiste à déter- 
miner la surface F(a:, y^ ^) = o, de degré m, de façon que Ton puisse trouver 
quatre polynômes 8(^,^, ^), d'ordre m — 3, satisfaisant, en premier lieu, aux 
conditions suivantes : 



dQ, dOt dd^ 09^ 

— o 



âsT dj dz dt 



y 



OÙ t représente la variable d'homogénéité. 

Au mois de janvier 1900, M. de Franchis (*) publiait un Mémoire sur les sur- 
faces du quatrième degré dont le genre géométrique est nul, et il remarquait, à 
la fin de ce Mémoire, que M. Berry avait certainement omis de citer une surface 
du quatrième degré parmi celles qui admettent des intégrales de différentiel les 
totales de première espèce. 

J'ai voulu alors reprendre cette question à un autre point de vue et chercher 
l'ordre de connexion linéaire des surfaces du quatrième degré, c'est-à-dire le 



(*; Théorie des fonctions algébriques de deux variables indépendantes, l. I, 
Cliap. V. 

(*) M. DE Franchis, Le superficie irrasionali di 4" ordine di génère geonietrico- 
super ficiale nullo {Rendiconti del Circolo maternât ico di Palermo, t. Xï\ ). 
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nombre des intégrales de différentielles totales de première et de seconde espèce 
attachées à ces surfaces. 

Je commence par rappeler la notion de cycle linéaire d'une surface algébrique, 
ainsi que la méthode pour trouver le nombre de cycles linéaires distincts d'une 
telle surface, d'après les idées de M. Picard, telles qu'elles sont exposées dans le 
Tome I de sa Théorie des fonctions algébriques de deux variables indépen- 
dantes, Ghap. II et IV. 

J'indique ensuite comment, étant donnée une surface de la forme 

on peut établir certaines propositions permettant, dans un très grand nombre de 
cas, de déterminer très simplement l'ordre de connexion linéaire de cette surface. 
J'applique ces principes aux surfaces particulières pour lesquelles / est un poly- 
nôme du sixième ou du huitième degré en x et y. Je remarque aussi que les sur- 
faces du quatrième degré admettant des cycles finis, c'est-à-dire des cycles non 
équivalents à zéro, sont représentables sur un cône cubique, et je détermine ces 
surfaces par une voie différente de celle suivie par M. de Franchis. 



CHAPITRE I. 



I. — Cycles linéaihes d'une surface algébrique. Généralités. 

i. Soit une relation algébrique 

(i) F(a7,j,5) = o 

entre trois variables complexes x^y^ z, définissant z comme fonction de x ely; 
en employant le langage géométrique, nous dirons que cette relation définit une 
sur/ace algébrique F. 

A cette surface F on peut faire correspondre birationnellement une surface O 
n'ayant aucun point multiple et située dans un espace à cinq dimensions (*). Si, 
par analogie avec la théorie des fonctions d'une variable complexe, on représente 
sur une sphère chaque coordonnée complexe de l'espace à cinq dimensions, la 



(») E. Picard, Comptes rendus, p. 53-2-538; i5 mars 1897. — Théorie des fonctions 
algébriques de deux variables indépendantes, t. I, p. 82. 
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surface 4> défînira une variété fermée à quatre dimensions réelles, située tout 
entière à distance finie et ne se coupant pas elle-même. 

Revenant à la relation (1), nous pouvons, dans l'espace à quatre dimensions, 
qui est le champ des variables x et y, considérer une courbe fermée C telle que, 
en partant d'un point (xq^ yo) de cette courbe avec une valeur initiale ^o, on 
revienne au point de départ avec la même valeur de ;;. La courbe C sera une 
variété ou continuum à une dimension réelle; nous supposerons que cette courbe 
ne passe par aucun point critique de la variable z regflfrdée comme fonction de x 
et y. Une courbe telle que G est un cycle linéaire de la surface F. 

A chaque cycle linéaire C de F correspondent des courbes fermées sur F et 
sur <ï>. Deux cycles linéaires sont considérés comme équivalents si l'on peut 
passer de Tun à l'autre par une déformation continue. Un cycle sera dit nul (*) 
si l'on peut le déformer d'une manière continue, de façon que la courbe fermée 
correspondante tracée sur ^ se réduise à un point. 

On démontre qu'un cycle infiniment petit autour d'un point simple de la sur- 
face F est un cycle nul. 

2. A chacun des cycles distincts de F correspondfra dans <I>, comme nous 
l'avons déjà dit, une courbe fermée et, par ces courbes fermées, on ne pourra pas 
faire passer un espace à deux dimensions dont elles limitent une partie, car, s'il 
en était ainsi, ces courbes fermées et, par suite, les cycles se ramèneraient à un 
nombre moindre, c'est-à-dire qu'ils ne seraient pas distincts. On aura ainsi un 
certain nombre de courbes fermées dans ^ et ne formant pas frontière sur ^; mais, 
si on leur adjoint une courbe fermée quelconque y, dans le domaine <ï>, elles 
formeront avec y frontière complète sur ^. 

Le nombre des cycles distincts de la surface F sera donc égal k p^ — ^^ P\ étant 
le nombre qui exprime l'ordre de connexion linéaire de la variélé ^, et la ques- 
tion des cycles distincts d'une surface peut se ramener ainsi à une question de 
géométrie de situation. 

Toutefois, il conviendra de se placer à un autre point de vue pour la recherche 
efiective du nombre/?! — i relatif à la surface F. Etant donné un cycle linéaire C 
tracé sur la surface F, déformons ce cycle d'une façon continue de manière que, 
dans ses positions successives, il satisfasse aux mêmes conditions que C; nous 
obtiendrons ainsi un cycle C|. Si les axes ont une disposition quelconque, tous 
les cycles linéaires de la surface pourront être amenés (^), par une déformation 
continue de ce genre, à être contenus dans un continuum 

y = consl.; 



(*) E. Picard, Théorie des fonctions algébriques^ t. I, p. 92. 
(*) E. Picard, Théorie des fonctions algébriques, t. I, p.. 86. 

L. 
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en d^autres termes, les cycles de la surface F seront des cycles pour la courbe 

le symbole y indiquant que j^ doit être regardé comme un paramètre. Mais tous 
les cycles de la courbe précédente ne seront pas, en général, distincts si on les 

considère sur la surface F. Nous allons voir comment, en faisant varier y^ on 
pourra déjà s'assurer que plusieurs de ces cycles sont équivalents. 

3. Soit la courbe 

o\xy désigne un paramètre, et soit une intégrale I n'ayant pas de points singuliers 
logarithmiques, attachée à celte courbe; par exemple, 

_ rdx 



=/f 



Pour une valeur donnée de y, on pourra définir ainsi les périodes co^, (02 de 
cette intégrale I. Marquons les points o, i, j^ et un autre point quelconque Xq, 
Nous désignerons par U\, u^^ Uz les valeurs de I correspondant respectivement 
aux lacets (xo, o), (oTo, i), (^o? y)^ 1^ détermination initiale de z au point Xq étant 
toujours supposée la même. Nous poserons 



CiJi = Wi — Wj, 



b)i, iù2 sont des fonctions Ae y qui ne changent pas si Ton fait décrire à ^ un 
contour fermé n'enveloppant aucun des points 0,1. Soit alors un contour y cou- 
pant le lacet (^o> ') et supposons que^ décrive y dans le sens de la flèche {fig* i). 

Fig. 1. 




Lorsque le point ^' arrivera près du lacet {x^j i), on déformera ce lacet de telle 
sorte que le point y ne le rencontre pas. On obtiendra ainsi, lorsque^ sera revenu 
au point de départ, une figure dans laquelle les lacets (^Tq, i), {^ùi y) {fig* 2) ^^ 
seront plus les lacets primitifs. Les quantités désignées plus haut par u-\^ u^y 119 
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seront remplacées par les quantités 

«1, W»-|- 2(m,— 1/,), l/,-h2(l/3— M,)» 

Fig. 2. 




ce qui revient à dire qu'au lieu des périodes (0|, CO2, nous aurons maintenant 
d'autres périodes û|, Û2, 

^1 = — Wi-f- 2&3,, 
i2,=: — 2&)i-i- Swj, 

qui sont des combinaisons linéaires, à coefficients entiers, des périodes primitives. 
De même, soit la courbe déjà considérée 

(i) F(x, 7, -) = o 

et considérons une intégrale de première ou de seconde espèce relative à cette 
courbe 

(3) 1 = jR{x,y, z)dx, 

où R(^, y, z) désigne une fonction rationnelle de x et ^, et aussi du paramètre j^. 
La courbe (i) étant de genre />, l'intégrale I admettra, pour une valeur donnée 
de^, 2/? périodes 

Après une circulation de y, ces périodes (o se changeront en d'autres Û qui 
seront des combinaisons linéaires, à coefficients entiers, des périodes primitives; 
nous aurons 

(S) £2/=m', Wi-H/w^wj-h. . .-h/nJpWjp (£ = 1,2, ...,2/?). 

Les équations (S) expriment un fait géométrique : elles indiquent, si C|, C^, ..., 
C^ désignent les cycles correspondant aux périodes (i>| , (O2, ..., w^, que le cycle C|, 
par exemple, par une déformation continue accompagnant la variation dey, a été 
transformé en une somme de m\ fois le cycle G| plus m*^ fois le cycle C2 plus, etc., 
plus ma fois le cycle C2/Ï. 

4. Les substitutions (S) forment un groupe G. Une intégrale abélienne quel- 
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conque, de première ou de seconde espèce, attachée à la courbe (i) donnera lieu 
à ce même groupe G. 

M. Fuchs (*) a montré que les périodes d'une intégrale ahélienne, de première 
ou de seconde espèce, relative à une courbe telle que (i), satisfont à une équa- 
tion linéaire (E) dont les coefficients sont des fonctions rationnelles de ^. Les 
diverses équations (E), qu*on peut ainsi former, correspondant aux diverses inté- 
grales de première et de seconde espèce de la courbe (i), ont même groupe de 
substitutions, et ce groupe est le groupe G. 

Soit 

Téquation que vérifient les périodes de Tinlégrale (2) déjà considérée. Si Ton 
veut obtenir cette équation, on considérera l'intégrale J suivante, 

et Ton remarquera que les périodes de cette intégrale sont toutes nulles, en vertu 
de l'équation E. Par conséquent, J sera une fonction rationnelle de x et de «, et, 
par suite, dey. Posons alors 

l/| =^ 191 dx, f/j =r / cpj djC, . . . , Up:=z j Op dx^ 

^i = j "^i dj:, r, = I ^jdx, . . . , Vp — j t\,p dc^ 

les intégrales u étant les intégrales de première espèce de la courbe (i), et les 
intégrales v désignant/? intégrales de seconde espèce formant avec les intégrales u 
un système fondamental. 

Pour exprimer que l'intégrale J 3e réduit à une fonction de x et 5, on écrira, 
d'après un théorème dû à Weierstrass : 

1° Que la somme des résidus du produit Jç/(jc,^, z) est nulle; 
2® Que la somme des résidus du produit i^i\x,y^ s) est nulle 

{i — i,2y ...,a/>). 

On obtiendra ainsi ip relations linéaires et homogènes entre les ip -+- 1 coef- 
ficients a. 



(*) Fuchs, Journal de Crelle, t. 71 et 73. 
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5. Soit une variété V«, à n dimensions, située dans Pespace général à m dimen- 
sions (m ^ /i), où l'on désigne les coordonnées d'un point par {X{ , ^2» • • •> ^m)« 
Dans l'espace général à m dimensions, on peut considérer une intégrale simple 

(3) / yx,^^„ 




où les X sont des fonctions des quantités réelles X\^ ^2, ..., Xm restant uni- 
formes et continues quand le point {x^^x^y ...,^m) se déplace dans V,i; on 
suppose que les condiiions d'intégrabilité sont remplies quand on regarde 
^/i+o •••? ^m comme fonctions dea^i, x^^ ..., Xn* On a ainsi une intégrale de 
difTérentielle totale dans V,,. 

L'intégrale (3) étant une intégrale arbitrairement choisie sous les conditions 
indiquées, l'ordre de, connexion linéaire de V/i est égal au nombre, augmenté 
d'une unité, des périodes distinctes de cette intégrale. 

Cela étant, envisageons le continuum à quatre dimensions réelles représenté 

par l'équation 

F(a7,/,^) = o. 

Sur celte variété, à chaque valeur de y correspondent, comme il a été dit, 
2/? cycles C|, C2, ..., C2/1, et chacun d'eux, par une circulation convenable dej^, 
se ramène à une somme de multiples des différents cycles C|, C2, .. ., G2/Ï. L'en- 
semble de ces cycles et du transformé de l'un d'eux forme donc frontière com- 
plète. Par suite, si l'on considère une intégrale de différentielle totale de la nature 
de l'intégrale (3), et si l'on désigne par 



* i> * î» • • • > * 



î/> 



ses périodes relativement aux cycles C<, C2, ..., ^\p^ la période correspondant 
au cycle transformé de C< sera encore P|, et de même pour les autres. On aura 
donc 

(tt) P,z=/n',Pi+ /?iiP,-f-...H-mjj„Pip (« = i,2, . ..,2/?), 

et à chaque substitution du groupe G correspondront 2/> équations de cette 
forme. 

Les équations (it) correspondant à toutes les substitutions du groupe G n'ad- 
mettront, en général, que la solution 

Pl==0, P, = 0, ..., V^p-Oy 

c'est-à-dire que tous les cycles de la surface se réduiront à zéro. 

S'il arrive qu'on puisse satisfaire à toutes les équations (tc) autrement qu'en 
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annulant toutes les quantités P, supposons alors que, de l'ensemble des équa- 
tions (it), on puisse tirer ip — r des quantités P en fonction des r autres restant 
arbitraires, il est clair que le nombre des cycles distincts de la surface sera au 
plus égal à r. 

On a ainsi effectué une première réduction des cycles linéaires de la surface F. 
Cette réduction sera suffisante dans les cas particuliers de surfaces que nous 
allons bientôt considérer. Nous indiquerons néanmoins comment on pourra, 
dans lé cas général, achever de déterminer le nombre des cycles distincts d'une 
surface. 

6. Les considérations précédentes, basées sur l'étude d'une intégrale abélienne 
dont les périodes sont fonctions de y^ ne permettent pas d'affirmer que le 
nombre r soit égal à/?j — i, parce qu'on n'a envisagé que des déformations par- 
ticulières de cycles correspondant à la déformation de la surface de Biemann, 

Le nombre r doit donc être envisagé seulement comme un maximum du 
nombre px — i des cycles linéaires distincts de la surface. 

Soient alors ip intégrales abéliennes distinctes n'ayant pas de points critiques 

logarithmiques, relatives à la courbe F(^,y, z) = o. Désignons-les par 

I/= / 9i(^yyy^)^^^' (*' — 1>2, ...,2/>). 

Les périodes de ces intégrales ont le même groupe de substitutions. 
On peut chercher à déterminer des fonctions rationnelles de y, 

(lu Gfy • • • ) ^2p} 

de telle sorte que les périodes de Tintégrale 

flr,I,-f- ajl,4-. . .-h ûiplip 

ne dépendent pas dey. Soient 

les 2p périodes de I^. Nous aurons à écrire les 2/> équations 

a,Ck)i. H- «j Cl) J -h ... 4- ûrt^coj.''— Pa- (/::=: I, 2, . . ., 2p), 

les P étant des constantes. En particulier, si ces constantes satisfont à l'ensemble 
des équations (it), les équations précédentes détermineront pour les a des fonc- 



SUR LA CONNEXION LINÉAIRE DE QUELQUES SURFACES ALGÉBRIQUES. 10 

lions ratioDDelles de y. En efiFet, en vertu des équations (it), quand ^ a décrit un 
chemin fermé quelconque, le système d'équations en a est identique au pré- 
cédent. 

Si nous posons 

Ri sera une fonction rationnelle en x^y^ 5, et les périodes de Tintégrale 



/■> 



1 dx 



ne dépendront pas de j^. Il s'ensuit que l'expression 

sera une fonction rationnelle de x^ y^ z et de ^i, z^ étant une racine de l'équa- 
tion en z^ 

^{X^,Y,Z) — Oy 

et, par conséquent, si l'on pose 

^o -22, . . ., >;;^t étant les m racines deF(a:o,^, z^ = o, Si sera une fonction ration- 
nelle de x^y^ z et l'intégrale Ji, 

J, -- / R, rfj7 4- Si dy, 

sera une intégrale de différentielle totale pour la surface F. 

Pour déterminer pratiquement les fonctions a dey et, par suite, R| (a:,j^, 5), 
on pourra appliquer le théorème de Weierstrass déjà cité à l'intégrale S|. On 

obtiendra ainsi ip équations linéaires et homogènes entre af, a^^ •• •; ^2/»» "^"^ 

ay 

fin. rln 

-j-^j • • •> ~~T^^ '^s coefficients de ces équations étant des polynômes en y\ on en 

tirera a^^ . . ., a^p en fonction de a^ et de ses dérivées, et a\ satisfera à une équa- 
tion linéaire (V) d'ordre au plus égal à ip dont les coefficients seront des poly- 
nômes en y, 

7. L'intégrale J| qui vient d'être obtenue admet r périodes arbitraires données 
à l'avance sur la surface F. Si F est une surface n'ayant que des singularités ordi- 
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nalres, c'est-à-dire une courbe double avec des points triples, ces singularités 
étant les plus générales de leur nature, M. Picard a alors démontré que, parmi 
les r périodes arbitraires de Ji, il n'y en a aucune provenant d'une courbe loga- 
rithmique. 

11 s'ensuit que, dans ce cas, le nombre r représentera le nombre des cycles 
linéaires distincts. On aura 

Px — ^ — r. 

De plus, en supposant toujours que F n'admet que des singularités ordinaires, 
l'intégrale J{ est une intégrale de difTérentielle totale de première ou de seconde 
espèce, et l'on est encore conduit à ce théorème, que le nombre des cycles dis- 
tincts d'une surface est égal au nombre des intégrales de ditTérenti elles totales de 
première et de seconde espèce attachées à la surface. 

Si la surface F est quelconque, il pourra arriver que les r périodes arbitraires 
de l'intégrale J| ne soient pas toutes des périodes cycliques, certaines d'entre 
elles provenant de singularités logarithmiques. On aura alors 

^1— i<r. 

Si l'on veut trouver le nombre des cycles distincts de la surface, on pourra la 
transformer birationnellement en une surface F| n'ayant que des singularités 
ordinaires, et le nombre r< + 1 relatif à cette surface F| exprimera Tordre de 
connexion linéaire de F. 

8. Il existe des surfaces pour lesquelles il est possible de trouver immédiate- 
ment le nombre />! — i, en formant directement les intégrales de différentielles 
totales de première et de seconde espèce attachées à la surface. Nous donnerons 
deux exemples simples : 

Soit la surface 

y étant un polynôme en a; et ^ un polynôme en y. Nous pourrons prendre, pour 
les coordonnées d'un point de cette surface, les expressions 

a: = a, 

y == «', 

P el p' satisfaisant de plus aux relations 

(4) (3'=9(«), 

(5) p'«=,K«'). 
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Inversement, on aura 



a ■=iXy 



^ z 

et, par conséquent^ i^ y ^ correspondance univoque entre un point de la surface 
considérée et un système de deux points pris, l'un sur la courbe (4)i Tautre sur 
la courbe (5). Si j9 et p' désignent les genres respectifs de ces deux courbes, on 
voit qu'on pourra former/? +/>' intégrales de diflFérentielles totales de première 
espèce, et/? +/>' intégrales de différentielles totales de seconde espèce, de telle 
sorte que toute autre intégrale de première ou de seconde espèce attachée à la 
surface soit une combinaison linéaire de celles-là. On pourra donc écrire 

/?i — I =: 2/? 4- 2/?^ 

Soit encore la surface dont les coordonnées ont pour expression 

a: = <xa\ y = — ^— , 5 = (3 4- P', 

^ et ^' étant donnés par les équations 

P«=«(i~a)(i-/:«a)i=:9(a), 
P'« = a'(i - a') (i — ^*«') = 9(a')» 

a, a' seront racines de l'équation en </, 
d'où il viendra 






*^x, 



z 

il existera une correspondance univoque, celte fois, entre un point de la surface 
donnée et un système de deux points pris sur une seule courbe. Considérons, 
relativement à cette courbe, l'intégrafe suivante, qui reste toujours finie, 

L. 3 



l8 H. LACAZE. 

S!, dans cette intégrale, on remplace a, a', ^, ^' par leurs expressions en fonction 
de x^y^ 5, il viendra 

Kr-J^P^r + Qé//, 

P et Q étant rationnels en oc^y^ z. 

Réciproquement, toute intégrale de différentielle totale de première espèce 
appartenant à la surface sera de la forme (6), après qu'on y aura remplacé x^y^ z 
parleurs expressions en fonction de a, a', p, P'. 

De la même manière, on pourra former une intégrale de seconde espèce K^, 
telle que toute intégrale de première ou de seconde espèce attachée à la surface 
s'elprime linéairement en fonction de K| etdeKa. L'ordre de connexion linéaire 
de la surface sera donc égal à trois. 



II. — Sur la réduction des cycles linéaires des surfaces z^ = /(x^y), 

1. Les surfaces que nous allons considérer seront de la forme 

/{x,y) désignant un polynôme en x^y. Ce cas est le plus simple : tous les cycles 
de la surface pouvant être amenés dans un continuumy = const. correspondront 
alors à des contours tracés dans ce continuum et enveloppant deux racines seule- 
ment de l'équation en x 

où y a la valeur constante considérée. 

Nous allons présenter quelques remarques simples permettant, dans bien des 
cas, sinon toujours, de résoudre le problème de la connexion linéaire pour une 
surface de la forme (i). 

2. M. Picard a démontré que sif{x,y) est le polynôme en ^,^, le plus général 
de son degré. Tordre de connexion linéaire de la surface (i) correspondante est 
égal à un. Tous les cycles linéaires de la surface se réduisent à des cycles nuls. 

On sera conduit à la même conclusion dans bien d'autres cas. Faisons voir, 
tout d'abord, que si/est un polynôme irréductible en x^y, la surface (i) n'aura 
pas de cycles Jinis, 

On peut toujours supposer qu'il existe, au moins, une valeur de^, soit j^= b, 

pour laquelle l'équation 

/{x,b) = o 

aura une racine double a, cette racine étant double seulement. Cela étant, don- 
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nons à y une valeur arbitraire ^o> l'équation /"( a:, j^o) = o aura m racines 

et, en général, la demi* somme de deux de ces racines ne sera pas égale à la demi- 
somme de deux quelconques des m — 2 autres racines. 

Prenons alors un couple de ces racines, le couple (Xfx, x^), par exemple. Nous 
allons pouvoir faire décrire à ^ un chemin tel que, y allant de ^0 ^ ^ P^i* ce 
chemin, les deux racines a;^, x^ deviennent, pour^ = 6, égales à a. 

Pour s'en assurer, il suffira de prendre Téquation aux demi-sommes u des 
racines de l'équation en x 

ce sera une certaine équation 

La courbe entre w ety, F(w,^) = o, sera, en général, une courbe irréductible 
comme/; car on peut supposer que la courbe / occupe une position quelconque 
par rapport aux axes, et alors F est une courbe diamétrale de /correspondant à 
une direction arbitraire. 

Soit, poury =yoî ^^ racine simple 

^a4- XR 

Pour^ = b, l'équation F = o aura certaines racines doubles; mais la racine qui 
nous intéresse, u = a^ sera, en général, une racine simple. 

On sait alors qu'il est possible de trouver un chemin /, allant dey^ ^^ ^9 con* 
duisant de la racine Uq à la racine a; ce chemin permettra alors de passer du 
couple (xa, xp) au couple (a, a), comme nous voulions le montrer. 

Cela étant, si ^, partant de yo et suivant le chemin /, s'arrête en un point 6^ 




très voisin du point b^ les racines Xa, xp deviendront deux racines x'g^, x^ de 

f{x,b^)^o 

et ces deux racines différeront infiniment peu de a. Décrivons un contour infi- 
niment petit C autour de x^^ x'^. 11 est facile de voir que CJ sera un cycle nul 
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relativement à la surface considérée. S'il existe, en effet, une intégrale de difTé- 
rcntielle totale de première ou de seconde espèce attachée à cette surface, nous 
considérerons un chemin d'intégration (^fig* 3) passant entre x^^ x^ et joignant 
deux autres racines quelconques ^Cy, x'i Aef{x^ b') = o. 

Ce dernier correspondra à la moitié d'une période de l'intégrale considérée. Si 
nous faisons décrire à y, à partir du point 6', une petite courbe fermée entourant 
le point 6, et si nous déformons en même temps le chemin d'intégration indiqué, 
de manière qu'il ne rencontre aucun point critique, nous obtiendrons, lorsque j^ 

Fig. 4. 




sera revenu en b\ la disposition marquée par la Jig. 4) où Ton voit qu'il y a eu 
permutation entre j?^ ^^ ^'^' 

Le chemin primitif (Xy, x'^) s'est ainsi transformé en ce même chemin, aug- 
menté d'un cycle infiniment petit entourant Xg^ et x'^^ et que nous pouvons sup- 
poser coïncider avec G. Comme les périodes d'une intégrale de difTérentielle 
totale de première ou de seconde espèce ne doivent pas dépendre dey, il s'ensuit 
bien que le cycle G sera équivalent à zéro. 

Faisons maintenant revenir y de la valeur b' à la valeur ^o par le chemin /; le 
cycle G deviendra, après cette variation, un certain cycle C entourant x^, ^p, et 
le cycle C sera nul. 

Nous voyons, ainsi, qu'on pourra, dans le continuum j^ =yo> tracer un cycle C| 
entourant Xt et X2i puis un cycle C2 entourant X2 et Xzy etc.; enfin, un dernier 
cycle C/n.i entourant Xm^i et Xmy tous ces cycles étant équivalents à zéro. D'ail- 
leurs, un cycle quelconque décrit dans le continuum y=yQ se ramènera à une 
somme de multiples des cycles Ci, C|, . . ., C^-o et l'on voit bien alors que tous 
les cycles de la surface se réduiront à zéro. 

3. La démonstration précédente n'est pas indépendante de toute hypothèse 
sur y; elle suppose, par exemple, qu'une certaine équation F(a,y) = o est irré- 
ductible. Nous allons donc reprendre la question pour la traiter d'une façon tout 
à fait générale. 

A. cet effet, soit, d'abord, une surface ayant pour équation 

3*== or, (7», 



SUR LA CONNEXION LINÉAIRE DE QUELQUES SURFACES ALGÉBRIQUES. 2 1 

une expression telle que o-a devant désigner désormais un polynôme irréductible 
en x^y de degré a. Pour une valeur donnée y^ dey, Téquation en x^ o-i = o, 
admettra une racine a^ ; l'équation ^5 == o donnera cinq autres racines 

Oj, ^j, . . . , bi. 

Joignons par un trait continu les points ^i, 6| , &2) • • •> ^5 ^fië* ^)* ^<^us repré- 
senterons par la notation 

par exemple, le cycle entourant les racines 62, 63 et qui correspond au double de 
la valeur d*une intégrale de différentiel le totale quelconque de première ou de 

Fig. 5. 
a .— , .. -T 



seconde espèce attachée à la surface, prise de 63 à 63, suivant le chemin marqué 
parle trait continu 62, 63, ce dernier étant supposé parcouru sur Tun des deux 

feuillets de la surface de Riemann z^ = /{x, y). Nous poserons encore 

Un cycle quelconque de la surface se réduira à une combinaison linéaire à coef- 
cients entiers des cycles fondamentaux 

W|> (^l,^î), (^8,^3), (^3,^*)» (^*,*5)- 

Cela étant, nous savons qu'on peut faire parcourir successivement à y plusieurs 
chemins parlant dey© et y revenant, de telle sorte que le premier de ces chemins 
échange les racines b^ et &2) l^ second les racines 62, et bz et ainsi de suite jusqu'au 
dernier qui échangera b^ et 65. 

Pendant cette variation de j", le cycle (Of se transformera en un certain cycle a 
entourant les racines a^ et b^ ; puis ce cycle a se transformera en un autre ^ corres- 
pondant aux racines ai et 63; on ira ainsi jusqu'à un cycle S formé avec les ra- 
cines at et 65. 

Écrivons que la valeur d'une intégrale quelconque de différentielle totale de 
première ou de seconde espèce attachée à la surface ne change pas quand on passe 
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du c^'cle (Of au cycle a. Il viendra une relation de la forme 

où A et A* sont des entiers impairs, U désignant une somme de multiples des cycles 
fondamentaux autres que co^ et (6|, 62). De même, l'intégrale considérée conser- 
vera la même valeur quand on passera du cycle a au cycle ^, etc., et, enfin, du 
cycle Y au cycle 5. Finalement, nous aurons quatre équations de la forme 

/ (^l,^j)-»-2U,= 0, 

] (^j, ^,)4-2U2=:0, 
(2) { 

J (^s»^*)+2U5=:0, 

[ (64, 65) + 21)4=0, 

OÙ les expressions U|, U2, ...,1)4 désignent des sommes de multiples des cycles 
fondamentaux. Des équations précédentes on déduit qu'il existera, entre un cycle 
fondamental quelconque et le cycle coi, une relation linéaire et homogène à coef- 
ficients entiers. On aura, par exemple, 

m{by, 6,) -h /ico, = o, 

m tin étant des entiers. Il s'ensuit que la surface considérée admettra, au plus, 
un cycle fini. 

Supposons alors que la droite 

O^l^: o 

passe à l'origine, qui esl aussi un point simple pour la courbe 0-5 = o, la tangente 
en ce point à 0-5 et la droite ^i étant d'ailleurs différentes et aucune d'elles ne 
coïncidant avec l'un des axes. 

Pour y voisin de zéro, nous aurons à considérer deux racines x infiniment 
petites : Tune, a\^ provenant de 0"| = o; l'autre, 6,, donnée par 0-5= o. Soit un 
cycle C {fig- 6), entourant une des deux racines infiniment petites, a\^ par 
exemple, et une racine de l'équation 0-5=0 différente de b\. 

Fig. 6. 




*; 



Si nous faisons décrire à^, dans son plan, une courbe fermée très petite enfer- 
mant l'origine, chacun des points a\y b\ décrira également dans le plan des x un 
contour très petit comprenant l'origine à son intérieur. Si, en même temps, on 
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suit la déformation du cycle G, on voit que, y étant revenu au point de départ, 
ce cycle se sera transformé (^fig* 7) en un autre C, qui est équivalent au cycle 

Fig. 7. 




primitif C, augmenté de deux fois un cycle C| entourant le point a'^, h\. D'après 
la remarque, déjà faite plusieurs fois, que les périodes d'une intégrale de différen- 
tielle totale de première ou de seconde espèce ne dépendent pas de^, le cycle C< 
sera un cycle nul sur la surface considérée. 

Nous sommes ainsi assurés que, dans le continuum y =yo, nous pourrons 
tracer un cycle autour de la racine a^ et d'une racine de 95 = o, que nous pouvons 
supposer être 61, ce cycle étant équivalent à zéro. Aux équations (a) vient alors 
s'en ajouter une nouvelle de la forme 

(3) Wl-f-lUj^rO, 

U5 désignant toujours une somme de multiples des cycles fondamentaux. Les 
équations (a) et (3) ne peuvent être satisfaites que par la solution 

0)1 = («1, 6,) = (a,, b3)=:,..z=z{ai,bs)-o, 

et, par conséquent, tous les cycles de notre surface se réduiront à zéro. 

Il en sera évidemment de même si l'on considère une surface ayant pour équa- 
tion 

(4) ^'^■—^i^%n-U 

en supposant, toutefois, que la droite 0"| = o rencontre la courbe ^2n^\ = o en un 
point simple, la tangente en ce point à 0"2/t_< n'étant pas la droite <X|. On peut, 
d'ailleurs, admettre que cette condition est toujours vérifiée. En effet, on pourra 
d'abord ramener la surface (4) à^a forme 

cp étant irréductible et de degré impair. Posons alors 

1 Y Z 
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il viendra une surface 

^ étant irréductible. Transportons l'origine en un point simple de la courbe ^ = o 

et soit alors 

iKX,Y)=:aX4-6Y4-... (ab^o), 

aucune asymptote de la courbe n'étant parallèle aux axes. La transformation 

X=r5, Y=:£rî 
nous conduira à la surface 

la droite ^ = o coupant la courbe transformée de ^ en un point simple 

5 = 0, T0=-^, 

la tangente en ce point à cette courbe et la droite ^ = o étant différentes. 
Il n'y a plus, maintenant, aucune difficulté à voir que pour une surface 

f étant irréductible, l'ordre de connexion linéaire est égal à un, puisque cette 
surface, par l'une des transformations précédentes, pourra être mise sous la 
forme 

4. Soient les deux courbes 

Tune de degré m et l'autre de degré n, m et n étant supérieurs à un. Suppo- 
sons que ces deux courbes se coupent en un point R qui est simple sur chacune 
d'elles, les tangentes en ce point aux deux courbes étant distinctes. La surface 

(5) z^=fs^tj 



m "^n 



n'admettra, dans ce cas, aucun cycle linéaire fini. Plaçons, en effet, l'origine en 
un point simple de 9„i et menons les axes de telle sorte que le point R soit en 
dehors d'eux et que l'on ait 

(j^rmax -+- 6y -h. . . (û6^o), 
aucune asymptote de o-^ et de o-^ n'étant d'ailleurs parallèle à Ox ou à O^. 
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La transforiïiation 
nous donnera alors une surface 

(6) 5*:ir<7l<T2;„_j(Tî«; 

la courbe 

coupera la droite o-i = o en un point P| et la courbe 0-2,^—0 en un point R|, 
transformé du point R. Les points P| et R| sont simples sur les courbes qui y 
passent et les tangentes en ces points sont, de plus, distinctes. 

En raisonnant exactement comme au numéro précédent, on verra que tous 
les cycles de la surface (6) et, par conséquent aussi, ceux de la surface (5) se 
réduisent à zéro. 

On arrivera à la même conclusion si Ton suppose que les courbes <Tm ^t ^ny au 
lieu de se couper au point R, de coordonnées (a, è), sont tangentes en ce point. 

Pour ^ = 6, une racine de <Tm=^ o et une racine de fTu= o deviendront égales 
à a. Les développements de ces racines, aux environs du point R, seront de la 

forme 

j? =1 a -H c,( r — 6) -f- . . . -h Ca(7 ~ 6)«-r- c^(y — ^>)? + . . . , 

les coefficients des puissances de y — b inférieures à la puissance j3 étant respec- 
tivement égaux dans les deux développements; cp et cp sont différents, et Ton 
peut supposer qu'aucun de ces deux coefficients n'est nul. 
Posons 

y-Y. 

Les courbes o-^,, d/j se transforment en d^autres courbes o-^^, o-^^, qui passeront au 
point (a,é), avec des tangentes distinctes. Les développements des racines cor- 
respondantes, devenant égales à a, pour^ = 6, seront 

X = a + cp(Y— 6) -h. . ., 
Xr=a-4-cp(Y--6)4-... ^ P^ P^ 

et l'on sera ainsi ramené au cas précédemment étudié, de deux courbes se cou- 
pant en un point simple R et n'admettant pas la même tangente en ce point. 

5. Etant données les deux courbes 

C7,„ ~ o, (Tn — o 

L. /l 



26 II. LACAZE. 

qui se coupent en un point simple sur chacune d'elles, nous venons de voir que 
la surface 

(5) 5*--r(T,„<7„ 



ne possède aucun cyc\e fini. Nous pouvons signaler quelques autres cas très 
simples où il en sera encore ainsi. 

Supposons que les courbes d^ et o-,,, ajanl toutes les deux à l'origine un point 
multiple d'ordre pair, ou toutes les deux un point multiple d'ordre impair, ad- 
mettent en ce point une tangente commune simple pour chacune d'elles, que 
nous prendrons pour axe des j^. L'équation (5) pourra, dès lors, s'écrire 

et, si l'on fait la transformation. 



il viendra la surface 






Torigine étant maintenant un point simple pour les courbes 



transformées des courbes (Tm et o-,,. 

Soit encore le cas où <Tm admet un point multiple d'ordre impair à l'origine, ce 
point étant pour la courbe o-/, un point d'ordre de multiplicité quelconque. Nous 
supposerons, de plus, que, parmi les tangentes de T/, à Torigine, il y en a au moins 
une qui est simple et qui ne coïncide pas avec les tangentes à a-;,, en ce point. 

Par exemple, l'origine sera pour dm un point triple, et pour o-,, un point mul- 
tiple d'ordre quatre. Pour y voisin de zéro, trois racines de dm 

et quatre racines de d„ y 

àif ^t, 6„ b^ 

seront infiniment petites. Désignons par b^ la racine de dn qui correspond à la 
tangente simple, à l'origine, de cette courbe, tangente distincte des tangentes à 
dm au même point, et dont nous avons supposé l'existence. 

Considérons alors, dans le continuum ^ = const., un cycle entourant la ra- 
cine ^4 et une racine quelconque de dm ou de <t,,, qui ne soit pas infiniment 
petite. Ce cycle C se déformera, si nous faisons décrire à y une petite courbe 
fermée autour de l'origine, et, lorsque jk sera revenu au point de départ, le cycle C 
se sera transformé en un cycle C, qui est équivalent au cycle primitif C, augmenté 
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de deux foiî» la somme de certains cycles C|, c^, . . ., Co {Jig' 8). Nous pouvons 

donc écrire 

Ct -h c, -h . . . -H Ce ^= o. 

Dans le continuum ^ = const. considéré, on peut tracer m -\- n — i cycles 
fondamentaux, et l'on peut prendre, pour Tun de ces cycles, le cycle c^. Si nous 

Fig. 8. 
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posons C2= (A>|, le nombre des racines infiniment petites a étant impair, il s'ensuit 
que la relation précédente prendra la forme 

Wi-h 2U -i-O, 

U désignant une somme de multiples des cycles fondamentaux. Cela est sufOsant, 
après ce qui a été dit jusqu'ici, pour pouvoir conclure que tous les cycles de la 
surface se réduisent à des cycles nuls. 

Nous pouvons remarquer, enfîn, que le cas où les courbes 



sont l'une et l'autre de degré impair se ramène aisément au précédent. 

Il suffit de supposer, ce qui est évidemment possible au moyen d'une trans- 
formation homographique, que la courbe 7/2 rencontre la droite de l'infini en un 
point simple a, n'appartenant pas à fTm, la tangente en ce point à <j,i étant distincte 
de la droite de l'infini. 

L'origine étant quelconque et les axes ayant une direction aussi quelconque, 
on fera la transformation 



1 I 



^-^X' ^^Y' 



et l'on obtiendra ainsi une surface 



Z — <7j,rt 0"îMj 
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l'origine étant pour les courbes (T2m et 0-2/1 respectivement un point d'ordre de 
multiplicité /n et /î. D'ailleurs, la tangente à l'origine à v^n, qui correspond au 
point a, sera simple et distincte des tangentes au même point à la courbe o'2m' 

On sera donc toujours assuré de la réductibilité à zéro de tous les cycles d'une 
surface 



^'=0"/7l. 0"/I> 



m et n étant impairs, quand bien même on ne saurait rien sur la nature des in- 
tersections des courbes (Tm et o-,,. 
Observons encore que deux courbes 



m 



O, (7ii=0, 



les nombres m et n n'étant pas tous les deux impairs, peuvent être transformées 
birationnellement en deux courbes de degré pair Ta;», ffa/i d'une infinité de ma- 
nières. Si ces dernières courbes se rencontrent en un point O qui est pour l'une 
et pour l'autre un point d'un ordre de multiplicité impair, on fera une inversion 



I 



^=x' -^^Y- 



après avoir transporté l'origine en ce point O, et Ton sera ainsi conduit à deux 
courbes o*^,, o*),, toutes deux de degré impair, et, par conséquent, la surface 



^ — 0",rt ff,, 



n'aura, dans ce cas, aucun cycle fini. 

6. Passons maintenant à la considération d'une surface générale 

Si les deux courbes ffm^ o, <r„^-^o se coupent en un point simple sur chacune 
d'elles, ou si elles présentent en un de leurs points communs une des particula- 
rités dont nous av«ius parlé, le nombre des cycles distincts de la surface (7) sera 
réduit d'une unilé. Si p est le nombre des polynômes irréductibles du second 
membre de (7), le nombre des cycles distincts non nuls de la surface sera, au 
plus, égal à /? — 2. On peut dire qu'il existe une liaison, un passage du poly- 
nôme (j/y, au polynôme <x,,, de telle manière qu'au point de vue qui nous occupe, 
l'ensemble (t^ ^n peut être considéré comme un seul polynôme irréductible. 

S'il existe de même une liaison de cette nature entre <Tn et o-;. ou, ce qui revient 
au même, entre (J,« et o-^, etc., et ainsi de suite jusqu'au dernier des polynômes 
du second membre de (7), on peut être assuré que la surface (7) n'admet pas de 
cycles finis. 
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En d'autres lermes, pour y z^zy^^ considérons les racines des polj^nomes 

0"/rt = o, O^rt =: o, 0",. ^=: , . . . , 

tous les cycles de la surface (7) seront des cycles nuls, si l'on peut former un 
cycle équivalent à zéro avec une racine de <t„, et une racine de <t„, ... et ainsi de 
suite. 

Soit, comme application, la surface du quatrième degré à seize nœuds, ou 
surface de Kummer, 

Gayley a mis l'équation de celte surface sous la forme (*) 



y/ao:, ^/y'o:,- p'|3'^3- Ç) + ^U^f(«' »'^^~ Yy'^r- j) 



y'y-^.((3'P" 



-1-1/ y^,ip'p'j;,-«'«''x,- ^1 = 0, 



y 

les constantes a, a', . . ., y', •^'' étant liées par les relations 

«+|3-+-y = o, «'+^'-H-/'— o, oi"-h^''-i-y'=o. 

Le cône circonscrit à la surface et ayant pour sommet Xi=^ o, X2= o, ^3= o se 
compose de six plans qui coupent le plan 0:4 = o suivant les droites suivantes 



J7j zn o, JTjri^O, X^:=- O 



9 



a p y ol' p' y' ^ ol p y 

la surface considérée sera donc représentable sur la surface 



Z — {Ty ÛC^ CC^ ^\ (T ^ ^i » 



d^ailleurs, les six droites 



sont tangentes à une même conique enveloppe de la droite 

1- i ^=0, 

U V iV 

£/, (^, \v satisfaisant à la relation 

w H- f' -h iv = o ; 



(') Journal de Crelle, t. 7J. 
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tous les cycles linéaires tracés sur une surface de Kumnner se réduiront donc à 
zéro, en vertu de la remarque faite au sujet de la surface (7). 

7. Supposons que, dans le second membre de l'équation (7), le nombre des 
polynômes irréductibles a- soit égal à trois. On aura la surface 

(8) ;;> — o-,„ cr« (7r ; 

nous allons considérer le cas où les courbes 

se coupent au même point O, ce point étant simple pour chacune des trois 
courbes et les tangentes en ce point étant toutes distinctes. 

Si nous plaçons Torigine au point O, nous voyons que, pour une valeur voi- 
sine de zéro, les polynômes en x^ a^, o>/,, a,, admettront chacun une racine infi7 

niment petite. Soient 

a,, &,, Cl 

les trois racines infiniment petites et envisageons un cycle C formé autour de la 
racine C| et d*une autre racine des polynômes o-»,, o*,,, ^r différente de a^^ é|. Ce 
cycle C, quand y aura tourné autour de l'origine dans son plan, se reproduira 
lui-même, augmenté de deux fois un cycle (O4 entourant les racines a^ et 
bi {fig> 9). Nous pouvons donc écrire 

Wj-r G. 

De même, si Ton désigne par tù-x un cycle comprenant à son intérieur les ra* 




cines b^ et Ci, ce cycle étant obtenu d'une façon analogue à celle qui a donné coi, 
nous aurons une condition nouvelle s'exprimant par l'équation 



0). 



et, par conséquent, la surface (8) n'aura pas de cycles finis. C'est ce qu'on peut 
voir encore de la manière suivante. 
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La surface (8) est de la forine 

z"- zzi {jT -\- aj' -7- . . .) {x -{- by -h . . .) (or -^ cy -\- . . .); 

les termes non écrits dans chaque parenthèse étant de degré supérieur au premier 
et les quantités a, b^ c étant toutes différentes. La transformation 

x = XY, 7 Y, 5=:ZY* 

nous donnera alors la surface 

Z- ^ Y[X + a -I- Yf . . . )] [X 4- /> -^ Y(. . . )1 [X -h c -h Y( . . . )]. 

Les courbes transformées de ^mt ^nt ^r coupent la droite Y = o en des points 
simples sur ces courbes et tous distincts. Ce sont les points ayant respectivement 
pour abscisses — a, — 6, — c. Il suffit alors d^appliquer la remarque du numéro 
précédent. 

Soit le cas particulier où les deux courbes (T/^, 7r viendraient à être tangentes 
à l'origine. Un cycle C entourant la racine C| et une autre racine non Infiniment 
petite se sera accru, après une révolution de ^ autour de l'origine, de deux fois 
un cycle coi entourant a^ et fr| ou de deux fois un cycle (03 correspondant aux 
racines ^1 et C|. Ce dernier cas se présentera si, les points bt et C| décrivant res- 
pectivement les courbes P et y marquées sur la ^g. 10, par suite de la variation 

Fig. 10. 
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de y, Il arrive que le point b\ passe au point m avant que le point C| y soit 
arrivé. On sera toujours assuré que l'une au moins des deux équations suivantes 

ft)| -, O, fj^^zno 

est vérifiée, et comme la condition 

Ci)j-- o 

subsiste évidemment, il s'ensuit que, dans le cas actuel, la connexion linéaire 
de la surface (8) sera encore d'ordre un. 

Si les courbes ^m^^m ^r sont tangentes au même point O, qui est toujours sup- 
posé simple sur ces courbes, il pourra encore arriver que tous les cycles de la 
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surface (8) soient réductibles à zéro. Supposons, par exemple, que <Jm et o*,! soient 
de degré impair, a^ étant de degré pair, et admettons, de plus, qu'aux environs 
de l'origine O les racines infiniment petites «i, é,, C| déjà considérées aient des 
développements de la forme 



oC - a, j'-i-. . . 


pour 


^nn 


œ — bijr^-i-. . . 




<^,M 


JL — - c^ y 1 . . , 




0-r 


(a,6,c, 


' oj; 





posons alors 

x=-XY*, > Y, z-Z\\ 

nous serons conduits à la surface 

Z*-^ [X - - a, Y -h Y(. . )] [X - b, 4- Y(. . . )] [X - c^ Y n- Y(. . .)] 



qui peut s'écrire encore 






Les courbes o-^, o-), seront de degré impair; comme nous l'avons vu, cela dimi- 
nuera le nombre des cycles effectifs de la surface d'une unité. Enfin, les courbes (^„^ 
et fT^ se coupant en un point simple pour chacune d'elles à l'origine, il s'ensuit 
que tous les cycles de la surface seront équivalents à zéro. 

Au contraire, si les développements des racines «i, è|, C| sont de la forme 

jc — a^y'-h . . ., 
U'zn 6,j'h . . ., 

la surface (8) pourra admettre des cycles non réductibles à des cycles nuls. Dans 

ce cas, un cycle C entourant la racine C| et une autre racine non infiniment 

petile, s'accroît, par une révolution de y, de quatre cycles formés autour de a« 

et 6|, et dont la somme est nulle. Cela ne donne plus, comme précédemment, une 

condition ayant pour effet de réduire le nombre des cycles de la surface. 

Ainsi, la surface 

z'-- {x — a^y')(,x — h^y^){x — c» v') 

admet deux cycles finis; elle est, en effet, représentable sur un cylindre cu- 
bique. 

8- Nous terminerons ces quelques remarques en revenant un instant à la sur- 
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face (5) 

(5) 5«=:<T,„<7„, 

Si la courbe o'm admet un point double à tangentes distinctes à Torigine, et la 
courbe o*;, un point simple, nous savons que sur la surface (5) tous les cycles 
linéaires se réduisent à des cycles nuls. Nous voulons faire voir qu'il en sera 
encore ainsi dans le cas où Torigine serait un point de rebroussement pour o*/,,; 
nous supposons que Torigine est un point simple sur t^ et, de plus, que o-,, n'est 
pas tangente à d;» en ce point. 

L'équation en a:, <Jm^=^ o, admettra, pour^ voisin de zéro, deux racines infini- 
ment petites ai, b^. Désignons par c< la racine infiniment petite de (j,/^:=o. Le 
résultat à établir est évident si les deux racines a^^ b^ n'appartiennent pas à un 
même système circulaire. Admettons donc que a^ et b^ se permutent quand l'ar- 
gument de y augmente de air. 

Considérons alors deux cycles C et C<, entourant, le premier, la racine b\ et 
une racine non infiniment petite; le second, la racine C| et une racine aussi non 
infiniment petite. 

Après une circulation àe y autour de l'origine, C se sera accru de deux fois un 
cycle (1)4 correspondant aux racines a^ et 6| ; Ci, en même temps, se sera repro- 
duit, augmenté de deux fois un cycle CO2, correspondant aux mêmes racines a^ 
et 6i, mais difl'érent de (U| {fig* 1 1). 

Fig. II. 
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D'ailleurs, le cycle formé des chemins marqués par un trait continu (/ig* 11), 
(éc), (ca), (ab) (*), cycle qu'on suppose ne contenir aucune racine à son inté- 
rieur, est évidemment un cycle nul. On aura donc 

(bc) -\- (ca) -h {ab) .— o. 
De plus, les conditions 

WjZZO, C0j=::=O, 



( • ) Les points a, 6, c sont supposés infiniment voisins respectivement des points «i, ^1, Ci. 

L. 5 
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que nous pouvons écrire^ équivalent aux équations suivantes : 

(bc) — (ca) = 0, 
(ab) = o 
et, par conséquent, il viendra 

(a6) = ( 6c ) -= ( ca ) -= o. 
En particulier, la condition 

exprime qu'on peul former un cjcle équivalent à zéro, avec une racine de <Tm=z o 
et une racine de a„= o. Notre proposition est ainsi démontrée : les cycles de la 
surface (5), dans le cas qui vient d'être considéré, sont tous des cycles nuls. 

On pouvait encore procéder de la façon suivante. L'équation de la surface (5) 
peut se mettre sous la forme 

{ab' ^ ba'y^ o). 

On suppose que les axes des x et des y rencontrent les courbes 0"^ et a^, en 
dehors de l'origine, tn m-\- n — 3 points simples et tous distincts et que les tan- 
gentes à l'origine aux deux courbes ne coïncident pas avec les axes. 

Effectuons alors la transformation 

» y— Y^ 

nous serons amenés à considérer la surface 

z^'zzzx{{ay-hbYy"^œ{.,.)]\{a'y-\'b')y^ + x{.,.)-]z=:iXfj\^(T\. 

La droite x =^o rencontre la courbe 0")^= o en un point simple 

b' 
^ a' 

ce point n'étant pas sur <t^=^ o. Avec la racine ^ = o et une racine de 0"^^= o, 
on pourra donc former un cycle nul. 

Si le point (x = Oyy--^ | est un point simple sur o*',,^ ou un point double 

à tangentes distinctes, la proposition est démontrée. Si, au contraire, ce point 
est, sur (t'^j un point double à tangentes confondues, on transportera l'origine en 
ce point, on effectuera sur x, y la transformation homographique la plus gêné- 
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raie, et Ton recommencera la transformation 

« 

»r -^ A, y — Y^ 

on sait (*) qu'après un nombre fini d'opérations on arrivera à résoudre la singu- 
larité du point double considéré. 

9. On verra aisément que les surfaces représentées par l'équation 

^^ fh{x^y) désigne un polynôme du quatrième degré en x et y, n'ont pas de 
cycles linéaires finis, à l'exception, toutefois, du cas 011/4 (x,jk) = o se décom- 
pose en quatre droites concourantes. 

Disons encore que, pour une surface ayant pour équation 

S»-_:/(j7, 7), 

on peut, sans diminuer la généralité, se borner à considérer le cas où / est de 

degré pair. Si, en effet,/ est d'ordre impair, on pourra, si l'on veut, effectuer la 

• transformation 

_ ' _ Y _ Z 

2m 4- 1 désignant le degré de/. On sera conduit alors à une surface 

Z«==X/,(X,Y)^F(X,Y), 
F étant d'ordre pair. 

10. On peut citer des surfaces dont l'équation n'est pas de la forme 

z^=/{x,y), 

et pour lesquelles, cependant, tous les cycles, après avoir été amenés dans un 
continuum ^=const., se réduiront à des contours entourant seulement deux 
racines d'une certaine équation en x 

oxiy a la valeur constante considérée. 
(«) E. Picard, Traité d'Analyse, t. II, Ghap. XIII. 
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Soit, par exemple, la surface 
(7) Az^-h^Bz^-^3Cz-\-D — o, 

A désignant une constante et B, C, D des polynômes en x et y. 

Posons 

R(^, y) - (AD - BC)« - 4(AC - B^) (BD - C*), 

U = (AD - BC)A - 2B( AC - B^), 

p = ;(u-Av/R), 

0:rz:.;-(U-f-Av/R). 

z sera alors donné par la formule 

A2 = — B — ey/P-s'y/Q, 

e étant une racine cubique quelconque de l'unité. D'ailleurs, les deux radicaux 
qui entrent dans cette expression sont liés par la relation 

^V^Q---(AC--B»). 

Supposons que U et R, qui sont des polynômes en x et y, n'admettent pas de 
facteur commun. Il suffit de considérer les cycles de la surface situés dans l'es- 
pace ^=yo- On pourra, d'ailleurs, choisir la valeur ^o> de telle sorte que les 

deux équations 

P = o, Q = o, 

ne puissent être satisfaites pour une même valeur de x. Tout cycle de la surface 
correspondra alors à une courbe enveloppant deux racines de Téquation 

Plusieurs des remarques précédemment faites seront applicables dans le cas 
actuel. En particulier, si la courbe 

RC-a?,/) — o 

est irréductible, la surface (7) n*aura pas de cycles finis. 
Soit encore une surface de la forme 



(8) ^ = \/fW>y)-^sJg{x,y), 

y et ^ étant des polynômes en x el y. Si ces polynômes sont irréductibles, sur la 
surface (8), tous les cycles linéaires se réduiront aussi à zéro. 
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CHAPITRE II. 



L — Connexion linéaire des surfaces z^ ^=f^[x^y). 

Nous allons considérer, au point de vue de la connexion linéaire, les surfaces 
du sixième degré de la forme 

Si l'on veut qu'une telle surface puisse admettre des cycles finis, il faudra sup- 
poser que la courbe 

se décompose en deux ou plusieurs courbes. Différents cas pourront se pré- 
senter. 

l. fi se décompose en une quartique el deux droites, ou une quariique et 
deux coniques, — Étant donnée une surface ayant pour équation 

la notation 

voudra signifier que, pour^ =JKo) les polj^nomes en x^ rs^, et (J„ admettant un cer- 
tain nombre de racines, on peut, avec une racine de ^m = o et une racine de 
0-,, = o, former un cycle équivalent à zéro sur la surface donnée. 
Cela étant, soit la surface 

(l) ^»r=a4(7i(7;; 

deux des polynômes du second membre étant de degré impair, il s'ensuit (Chap. I, 
n° 5) que la surface admettra, au plus, un cycle fini. 

Si les droites (71, a-', se coupent en un point simple de (T4, on aura évidemment 

et la surface (1) n'admettra aucun cycle fini. 

Si les droites o-|, o-'^ se coupent en un point double de 0-4, la surface (i) sera 
unicursale (*). 

(1) M. Nœther a démontré que si une surface F est telle qu'une famille de surfaces dépen- 
dant linéairement d'un paramètre otla coupent chacune suivant une courbe unicursale, cette 
surface F est unicursale. [Ueber Flâchen welche Schaaren rationaler Curven besitzen 
{Math, Annaleriy Bd 3).J M. Picard a repris cette question à un autre point de vue. 
{Archiç der Mathematik und Physik, 1901.) 



J 
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Supposons donc que (t< , <t\ ne se coupent pas sur 0-4 et que la quartique ayant 
un point de rebroussement en un point O, Ut soit la tangente de rebroussement. 
Nous pourrons rejeter (t\ à l'infîni et prendre pour équation de la surface 

les termes non écrits dans la parenthèse étant de degré supérieur au second. Si 
dans (T4 existe le terme enj^', la transformation 

^ = XY, y=Y, 
nous conduira à une surface 

5«=:.r/(j4-...) 

qui n'admet pas de cycles finis (Chap. I, n° 7). Si le terme en y* n'existe pas 
dans 0-4, on remarquera que la quartique ne saurait admettre plus d'un point de 
rebroussement de cette nature. On voit ainsi que la surface (1) n'aura jamais de 
cycles finis. 

Si, au lieu de l'équation (i), on a l'équation (i)', 

le seul cas à considérer sera celui où, 0-4 ayant un point de rebroussement, la 
conique o-a serait tangente à la quartique en ce point. 

Si le rebroussement est de première espèce, on raisonnera comme plus haut, 
lorsqu'on supposait que la droite o-j était tangente à (T^ en un point de rebrous- 
sement du même genre. 

Si le rebroussement est de seconde espèce, nous pourrons, après une transfor- 
mation homographique, poser, 

le point de rebroussement a été rejeté à l'infini sur la droite a? = o, la droite de 
l'infini étant devenue la tangente de rebroussement. 
Dès lors, il suffît d'effectuer la transformation 

pour être conduit à une surface déjà considérée, 

Z^=Z 0*4 0*1. 

Tous les cycles d'une surface telle que (i)' seront donc équivalents à zéro. Soit, 
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comme application, la surface des centres de la quadrique 

X* v' z^ 
a* o* c* 

Si l'on prend la polaire réciproque de cette surface (* ), par rapport à la sphère, 

j:* -f- y* -h 5* = I , 

on obtient la surface du quatrième degré suivante, 

et, si Ton pose 

a: = XZ, 7=YZ, 5 = Z, 

à la surface précédente on pourra faire correspondre birationnelleraent la 
surface 

.«.-= [(«'.'+ 6'^«+ c) (^+ç+2,y (-'+/'+.)'] (^ + S + i-, 

qui est bien de la forme 



45* ==: (J^ 0-, 



et, par conséquent, l'ordre de connexion linéaire de la surface des centres con- 
sidérée sera égal à un . 

2. yi se décompose en une cubique, une conique et une droite^ ou en une 
cubique et trois droites. — La surface 

(2) «'^ffstJjO-l 

aura, au plus, un cycle fini, et l'on voit aisément que si la droite a-, coupe la 
conique <Ta en deux points distincts, tous les cycles se réduiront à des cycles nuls. 
Il en sera encore ainsi dans le cas où la droite (T| serait tangente à 0-2. Le seul 
cas où cela n'apparaisse pas immédiatement est celui où l'on supposerait que c7| 
et 0-2 sont tangentes à <rj au même point. Si l'on rejette o*! à l'infini, on pourra, 
dans cette hypothèse, écrire 



(') Salmon, Traité de Géométrie analytique à trois dimensions (I" Partie). 
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mais alors la transformation 

nous amènera à considérer une surface ayant pour équation 



Z^ -. (Tm O"!» 



^m désignant une courbe du troisième ou du quatrième degré. 

Si Ton suppose que la conique 0-3 se décompose en deux droites, nous aurons 
alors la surface 



(2)' >S* = 0-8 0'iO'i (7j. 

Nous aurons d'abord la relation (Chap. I, n° 5), 



et, par conséquent, la surface (2)' admettra au plus deux cycles finis. Il est 
facile de voir que ces deux cycles eux-mêmes se réduiront à zéro. En effet, sup- 
posons que les trois droites a forment un triangle. 

Si la cubique 0-3 a un point double en un sommet du triangle, la surface sera 
unicursale. 

Si un sommet du triangle, celui, par exemple, qui se trouve au point de ren- 
contre de (T| et (t\^ est un point simple pour arj, il viendra, dans ce cas, 

Si aucun sommet du triangle, formé par les droites a, ne se trouve sur la cu- 
bique, on pourra évidemment écrire 

et l'équation toujours vérifiée 

(<73,a,) ~h(ci'i,<T';) — O, 

donnera ensuite 

Enfin, si les droites a- sont concourantes, 0-3 ne passera pas en leur point de 
concours, sinon la surface serait unicursale. D^où il suit encore 

( (T„ c/i ) = o, {(t\,(j\)=o, 
et aussi 

((73, (7i) =0. 
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3. /« se décompose en trois coniques. — La surface 
( 3 ) z^=i(ji ff i g\ 

m 

admettra au plus deux cycles finis. 

Supposons, par exemple, que les coniques 0-3, ^^ soient tangentes en un point m 
et se coupent en deux autres points n, p. Si la conique o*^ p^sse en l'un des 
points n, p^ il en résultera 

D'ailleurs ces conditions seront encore vérifiées si la conique (t![ ne passe ni 
en n, ni en p^ car alors a-* rencontrera l'une au moins des coniques 0-3, o-'^ en un 
point distinct de m. 

On verra aisément, sans qu'il soit nécessaire d'entrer dans plus de détails, que 
si les trois coniques a* ne sont pas tangentes deux à deux en deux mêmes points, 
ou surosculatrices deux à deux en un même point, la surface (3) n'admettra pas 
de cycles finis. 

Si les coniques 9 sont tangentes deux à deux en deux mêmes points, l'équa- 
tion (3) pourra s'écrire 

5«zz: (ûcy + a) {xy H- b) {xy 4- c), 

az^hy b^Cy abc ^f o, 
et si nous posons 

^y = X, y = ^y 

la surface transformée sera le cylindre cubique 

■ 

3'=(j7 4- a)(J7 -+- b) {x -{- c) 

et, par suite, la surface considérée possédera deux cycles finis. 

Si les coniques 7 sont surosculatrices deux à deux en un même point, la sur- 
face (3) pourra, dans ce cas, être ramenée à la forme 



5*.— 



(/«-+-^-f-a)(y*-+- J7 4- b){y*-\-x-hc) 

et la transformation 

y^-^x = X, y = Y, 

nous conduira encore à un cylindre cubique. 

Si la conique v^ vient à se décomposer en deux droites, on aura à considérer 
la surface 

(3)' «' =: ff, 0" j ffi 0" 4 . 

Nous pouvons écrire (Cliap. I, n° S) 

(<Tl,(7'j) = 0, 

L. 6 
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c^esl-à-dlre que la surface (3)', comme la surface (3), ne saurait admettre plus 
de deux cycles finis distincts. Si l'on considère l'ensemble des deux droites a* 
comme représentant une conique, la discussion sera la même que pour la sur- 
face (3). On ne pourra avoir de cycles finis que lorsque les coniques c72, 9\^ et la 
conique formée par l'ensemble des deux droites o- seront tangentes deux à deux 
en deux mêmes points, ou surosculatrices deux à deux en un même point. Le 
premier cas, seul, pourra se présenter : c'est le cas où 0*2 et o-^ étant bitangentes, 
les droites Ci , a-', sont les tangentes communes à ces deux coniques. La surface (3/ 
devient alors, après une transformation homographique convenable, 

-*.= ^y^^y -^ «) {^} -^ ^)» 

a^hy a6 p^o, 
il existera deux cycles finis sur cette surface. 

4. yi se décompose en une conique et quatre droites. — Considérons une 
surface de la forme 

4) 5'.-r:<Tiffi 0", 0"| <7j. 

Si les droites a* forment un quadrilatère et si la conique 0*2 ne passe par aucun 
sommet du quadrilatère, on aura évidemment 

<ri,(ri) = o, (o-jjo-j) iz^o, ((Tj,Gr,) = o, 

et aussi 

(ff„cr,) = o, 

puisque la conique ^2 rencontrera la droite (T| en des points qui donnent lieu à 
cette relation. 

Si la conique 0-2 passe en Tun des points d'intersection des droites a, les équa- 
tions précédentes subsisteront encore. Le cas où trois des quatre droites <t se- 
raient concourantes ne présente, non plus, aucune difficulté. 

3. Les cycles de la surface 

où/e== o représente six droites, sont tous réductibles à zéro, à moins que les six 
droites ne soient concourantes. La surface, dans ce cas, est réprésentable sur un 
cylindre du sixième degré. 
En résumé, les surfaces 

qui admettent des cycles finis sont celles pour lesquelles /^ se décompose : 
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Soit, en trois coniques tangentes deux à deux, en deux mêmes points, 
l'une de ces coniques pouvant se décomposer en deux droites; 

Soit, en trois coniques surosculatrices deux à deux^ en un même point; 
Soit, en six droites concourantes. 

En d'autres termes, parmi les surfaces considérées, celles dont Tordre de con- 
nexion linéaire n'est pas égal à un sont représentables sur des surfaces coniques. 



II. — Application aux surfaces du quatrième degré. 

1 . Étant donnée une surface du quatrième degré non rationnelle, ni cylin- 
drique, ni conique 

¥{Xyy,z)=f>y 

si cette surface n'admet aucune singularité, son ordre de connexion linéaire sera 
égal à un. Nous pouvons donc supposer, pour la question qui nous occupe, que 
F a, au moins, un point double. S'il existait un point triple sur F, la surface se- 
rait unicursale. 

Soit donc une surface du quatrième degré ayant, au moins, un point double 
que nous supposerons à l'infini sur 0^. L'équation d'une telle surface sera de la 
forme 

(0 -' ?î(^, j) + 25 9,(j:, y) -t- (^,,{x,y) ■=! o. 

L'équation du cjlindre circonscrit à cette surface, parallèlement à O^, s'obtiendra 
en annulant le polynôme /'(^,^) défini par la formule 

La courbe f=. o, qui est du sixième degré, est la courbe de passage {Ueber gangs 
Curçe) de la surface (i). Cette surface (i) correspond birationnellement à la sur- 
face 

(2) z^=:^/{x,y), 

S. Le polynôme/ pourra être divisible par le carré d'une expression linéaire u 

en x^y 

f=u^^(x,y), 

^{x,y) étant du quatrième degré. Si Ton veut, alors, que la surface (i) admette 
des cycles finis, il faudra que ^{x^y) = o se décompose en quatre droites con- 
courantes. 

Si y ne contient aucun facteur linéaire carré, la surface (i) admettra des cycles 
finis, lorsque la courbe /= o se décomposera : 
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Soit, en trois coniques tangentes deux à deux, en deux mêmes points, Vune 
de ces coniques pouvant se décomposer en deux droites; 
' Soit, en trois coniques surosculàtricés deux à deux en un même point. 

Si /= o se décomposait en six droites concourantes, la surface (i) correspon- 
dante serait un cylindre ou un cône. 

3. Considérons, d'abord, le cas où l'on aurait 

(3) fi^.y) = ?î - ?j?i= ''*<7. <j\ ^\ «xT» 

les équations 

(J\ — O, •••> ^\ — O 

représentant quatre droites concourantes. 

Supposons, en premier lieu, que fs ne soit pas divisible par u. Si i/ = o est 
l'équation d'une droite ne passant pas au point de concours des droites o*, nous 
pourrons, après une transformation homographique convenable, ramener l'iden- 
tité (3) à la suivante 

(4) ?î — ?t?4= -^'(r -H «) (y -+■*)(/-+- c) (7 -h d\ 

<p2 = O sera une conique tangente à chacune des droites a. Cette conique sera donc 
formée de deux droites passant au point à l'infini sur Ox^ ou d'une droite double. 
Cette droite double devra, d'ailleurs, passer au point de concours des droites o*; 
car, autrement, les points d'intersection de cette droite avec les droites <r seraient 
des points doubles pour la courbe /(:r:, 7) = o, ce qui ne saurait être. 
Mettons l'identité (4) sous la forme 

?î — x'^{y ■+. g) (>^ -f- 6) (7 H- c) (y -4- d") 

(5) =:©v 

?« 
et supposons que l'on ait 

a et ^ désignant deux quantités quelconques, mais diflTérentes. Le numérateur du 
premier membre de ^5) est une expression en or, telle que tous les coefficients 
des différentes puissances de x^ dans cette expression, devront être divisibles par 
©2- On en déduit que ^3 sera du premier degré en x^ 

^j=: A J7 -4- B. 

La cubique cd3= o aura un point double à Tinfini sur Ojr, et il en sera de même 
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pour ©4, c'est-à-dire qu'on aura 

A', B', G étant des polynômes en y. 

On arrivera au même résultat si l'on suppose que ^2 ^ pour expression 

a n'étant égal à aucune des quantités a, by c, d. Il ne pourra, en efTel, arriver que 
l'on ait pour «2, par exemple, 

car, alors, le premier membre de (4) serait divisible par (y -h a)^, et le second 
membre, par (^4- et) seulement. 

Si l'on pose cp3= C, l'identité (4) deviendra 

(\a: -+- B)*— C(A'a7»-f- 2B'a? 4- C) = x^(y ^a){y-h b) {y -+- c) (^ 4- d), 

avec les conditions 

(6) B«-CC'so, AB-CB'=o, 

et la surface du quatrième degré correspondante sera 

(7) C5»-4-2:;(Aar + B)-h A'x«-+-2B'j:-f-C'=o; 

cette équation peut s'écrire, en vertu de la première des relations (G), 

Cfs-f-jr) H-jr(2As -h A':c-f- 2B') = o; 
cette surface serait unicursale, comme on le voit, en posant 

elle ne saurait donc être représentable sur le cylindre 

5'= (7 + «) ( J -^ ^) (y -+- c) (/ -H d), 

et, par conséquent, si la droite 1/ = o ne passe pas au point de concours des 
droites cr, on ne peut satisfaire à l'identité (3), en supposant que cps n'est pas 
divisible par u. 

Soit, maintenant, le cas où l'équation // = o représente une droite passant par 
le point de concours des droites <t; f{oc^y) pourra, alors, se mettre sous la 
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forme 

(8) /(^,/) = ?î - ?«?*-^rM7 4- «) ( J -+- ^) (j' -»- c) (7 4- d). 

Admettons que ^3 ne soit pas divisible par jk« 
Le polynôme en y, ^2? ^^ii'a pour expression 

?i^(7-^«)(j + P)» 
ou 

a et pétant des quantités quelconques, mais différentes; y peut aussi prendre 
toutes les valeurs, sauf les valeurs a, b, c, d. 

Le polynôme 03 ne contiendra x qu'au premier degré 

et, par suite, cp4 contiendra a:, au second degré seulement, 
(f2 devant diviser l'expression 

?î — r'(7 -^ «) (/ + ^) (7 -4- c) (y H- ^), 

il s'ensuit que le polynôme Â, enj^) <lii second degré, sera divisible par 02', si l'on 
pose Ç2= C, il viendra donc 

"k étant une constante. 

L'identité (8) entraîne, d'ailleurs, les conditions suivantes : 

A«- CA'=: o, AB - CB' = o, 

d'où l'on lire 

A'==X'C, B'=:XB, 

et, dès lors, la surface 

G3«-+-25(A^4-B)4-A'jr»-H2B'^-+-C'=ro 

sera un cylindre, car l'équation précédente peut s'écrire 

C(5-hlxy-\-2h{z-{-'kœ)-hC'—o. 
Ainsi, étant donnée une surface dont l'équation est de la forme 

si cette surface du quatrième degré n'est pas rationnelle; si elle n'est ni cyliri- 
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drique, ni conique, et si, de plus, elle est représentable sur le cylindre 

^' — i^Hy -^ a) {y -\- b) (y -\- c) (y -h d), 

u étant une expression linéaire en ;r etjK) on sera assuré que le polynôme cps est 
divisible par u. On pourra donc écrire 

Si l'on revient à l'identité (3), on voit que le produit ^2^4 sera divisible par a*. Il 
n'est pas admissible que cpa et (p4 soient, simultanément, divisibles par u] car, 
alors, la surface du quatrième degré se décomposerait. 

4. Soit d'abord 

nous aurons à considérer l'identité 

+'— ?jXî= (/-+-«)(/-+- ^) (7 -^ ^) (/ -^ ^) = '^(y)» 
on voit facilement que les équations 

9i— o, Xi=o 

devront représenter des droites passant par le point à l'infini sur Ox; ^2 et '^2 
seront ainsi des polynômes, du second degré, en y. Il en sera de même pour t];^? 
et nous aurons, alors, à considérer la surface 

-5' ?î( r) + ^- " 'J'î (/) -^ "' %î(7) ~~ o- 

Si u ne dépend que de y^ cette surface sera un cylindre. Sinon, on pourra poser 

et il viendra alors la surface du quatrième degré à deux droites doubles non con- 
courantes 

(I) 5*cp,(j^)-i-a;;j^-^Jy,(7)-4-a;«Xî(j')— o. 

Soit, en second lieu, 

9% = "S 
l'identité 

pourra être satisfaite de deux manières différentes, suivant que l'on prendra pour 
^2 une fonction de x etj^, ou une fonction de y seulement. Dans ce dernier cas, 
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(fi ne dépendra, non plus, que de^, et nous obtiendrons la surface 

5*«*-h2wa4^j(y)4-94(7) = o, 

u devra contenir j;, et l'on pourra poser encore u = x. La surface qu'on aura 
ainsi. 



(11) 5*07* -h 2ZX ']fi{y) -^ o^{y) = o, 

peut être conddérée comme étant la transformée homographique d'une surface 
de révolution. 

Si, maintenant, on suppose que ^2 est fonction de x et ^, (f^ sera alors donné 
par la formule 

ce qui nous conduira à la surface 

Si la droite « = o passe par le point de concours des droites ©(j^) = o, 
on pourra prendre pour la droite de l'infini cette droite u. La surface, correspon- 
dant à ce cas, aura pour équation 

( III) -'+ 2 c 4/,( X, V) -h ^î(o-, j) - xn{y) =z o. 

Au contraire, si l'on peut poser £^ = x, il viendra 

5*07=4- 2 50? v{^,{j7, y) -+- ^\{jr, y) — m{y)—o; 

celte surface est une transformée homographique d'une surface de révolution du 
quatrième degré. On peut, en effet, écrire ainsi son équation 

[ZX -f- ^,(0:, j)]»— cy(j) ~ o. 

Soit alors 

^J^,(.r, /) =zax*-{- bxy -^ , . . 

et effectuons la transformation 

07 ==: X -h iZ, 

5 -f- ao7 m \ — iZ, 
il viendra la surface 

[Z*-f- X*- 2aX — 2^Z -f- y]*- Tïj(7) := o, 

a et ^ étant des expressions du premier degré en y. La nouvelle transformation 

homographique 

Z = 5-H(3, 

X ^=07-+- a 
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nous donnera la surface de révolulion 

(5'+ x*4- ô)*— cj(y) — o, 

élanl un polynôme du second degré on y, 

5. Nous devons maintenant considérer le cas où l'expression f{x^ y) ne serait 
divisible par aucun facteur linéaire carré. 

Et, d'abord, supposons que f{x^y) se décompose en trois coniques tangentes 
deux à deux en deux mêmes points. Nous aurons à satisfaire à Pidentité 

On voit que la conique 

?i = o 

devra être bitangente ou surosculatrice à chacune des coniques 7. On pourra 
donc écrire 

(pj= ^ — ay^-\- W^=.x — ^ v*+ fxQ*— a: — cy'-+- vR*. 

Si l'une des quantités X, jx, v est infinie, la conique 02 se réduira à une droite 

double. 11 viendra 

?i- (<ît^-+-pj'-hy)'. 

Si la droite 

Oix -h Py -i- y := o 

ne coïncide pas avec la corde des contacts des coniques cr, ou avec l'une de leurs 
tangentes communes, cette droite rencontrera l'ensemble des coniques a, au 
moins en quatre points, par lesquels devra passer la cubique ^ , =: o : ce qui est 
impossible, Ça ne pouvant être divisible par dx 4- ^y + y. 
Si aucune des quantités X, [x, y n'est infinie, alors les identités 

montrent que les droites 

P = o, Q = o, R = o 

devront coïncider avec la corde des contacts des coniques g* 

r 



Il s'ensuit que l'on aura 



ou 



L. 



9î = ^-% 



?t = /S 
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OU 

Soit 
si, dans ridentité (9), on suppose que x devienne égal à ay^, il viendra 

ce qui suppose que fz est de la forme 

de telle sorte que 04 sera déterminé par l'identité suivante : 

ou, si l'on rejette à l'infini la droite y = o^ par l'identité 

(xl—'^y—{œt — (x)fi=:{a:t-'a){xt—b){a:t — c), 
ce qui donnera 

la surface du quatrième degré correspondant à ces expressions de 02 > fzj 'f 4 sera 

donc 

z*{xt — <x) -^':iz{a't — ^) -\- m(,Tty-h n{jct) -^'p-^o; 

on obtiendra ainsi une transformée homographique d'une surface de révolution. 
Il en sera de même, si l'on suppose que a devienne nul, ou égal à l'une des 
quantités a, 6, c. 

L'hypothèse 

?î = 7' 

n'est pas admissible, car si, dans l'identité (9), on fait j^ égal à zéro, il viendrait 

Reste donc le cas où l'on aurait 

la conique ^2 étant alors une tangente commune aux coniques (t, comptée deux 
fois. 

Si l'on échange entre elles la droite de l'infini et la droite^ = o, l'identité (9) 
deviendra 

(10) ©; — 9,94=: A (xy ^ a){xy ~-b){ûry — c), 
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OU encore 

(il) 9Î- 9,?v-A(j:7)'-4-B(a7/)»H-C(^7)-f-i), 

Téquation 

A/jL»-+-Bfji»-i-G/x -+-D~o 

ayant ses racines loutes distinctes. 

Le polynôme '^2 étant égal à x^^ on voit que les deux termes 

Cxj, D, 
devront provenir de ^3. Le second membre de (i 1) peut s'écrire 



ou bien 



(;^"-^-"^)'-"'[5Î-^"-^"^'-H 



et, si nous posons 






m' — B = 4 /'» A =: — 4 "> 

l'identité (i 1) deviendra 

On pourra alors déterminer les fonctions f par les équations suivantes : 

ce qui donnera la surface 

(IV) z^x^-^- z{mxy -{- v) 4- ny^-k- uxy*=zç. 



I. _ • • 



Remarque. — On a identiquement 

[mxy -\- V -h2x*(ocx -h^y -^y)y 

— ^x*[ny^-\- uxy^'\- x^{olx -h (3/ -f- y)*4- («x -h (3/ -h y)(mxy H- i')] 

:= (ma;/ -h ç)* — ix^[ny*-\- uxy^], 

mais on remarquera que la surface 

5*jc*4- z[mxy -h V -h 2x^{(xx -4- (3y -t- y)] 

-4-/i^»-h war^'+ x*(aj;4-(3/4- y)'-+- (a-t H- ^3/ H- y)(/WJ?/-4- r) — o, 
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estime transformée liomograpliiqiie de la surface (IV). 11 suffit, pour le voir, de 

poser 

:; — Z -h a ,r -h (3/ -h y . 

6. Nous avons enfin à chercher les surfaces du quatrième degré, pour 
lesquelles la courbe de passage se décompose en trois coniques surosculatrices 
deux à deux en un même point. Il faudra alors satisfaire à Tidentité 

La conique 0^ = sera une conique véritable surosculatrice à chacune des 
coniques (t; ou bien ^2=0 représentera la droite de l'infini comptée deux fois. 

On aura donc 

9j= ax -^ y*-\- (X, 

ou 

o^z- const. 

Dans le premier cas, (pa et '^4 auront pour expressions 

93 — «x 4- j'-h p, 9i— (aa--f-7*)*-f-/;i(aa- -i-/*)-H/e, 

et la surface du quatrième degré correspondante aura pour équation 

z^(aj[' -HJ*4- a) -H '2z{ajc -\- y--^- p) 4- {ax -H/')'-!- ;n{ax -H/*) -h n — o, 
ce qui peut s'écrire sous la forme 

on trouve ainsi une transformée homographique de la surface (111). 
Supposons, maintenant, que Ton ait 

Oi-^ consl. 

SI Ton fait la transformation qui consiste à changer j: en x + A, les équations 
des' coniques a* deviendront 

auC-h/^-i- |:X|-f a/* = t>, a x -h /' -h ix^ -^ a/i rr o, ax -hf^-h fJtj-h ah zzz o, 

ou, en posant 

IX -\- ah=^ m, 

ajr -h/*-l- /^ii — o, ax -\- j' -^ nii — Oy ax -h y- -h /nj-z o; 
on peut supposer que Ton a choisi h de façon à avoir 
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et, dans ce cas, Tidenlilé (12) pourra s'écrire 

Le second membre de celte identité deviendra, si Ton introduit la variable 
d'homogénéité /, 

{axt -\- y-f-\- p{axt -\- y^)t^-\- rt^\ 

c'est-à-dire, en développant, 

(i4) a»^»^»-4- v«-H Zaxty^^ 3a-x^t^y^-hpaxt'^-i-py't''-h rt^ ; 

^j étanl égal a Z^, on voit que les termes 

y\ ?>axty'^ 

devront provenir de cps. Multiplions l'expression (i4) par 4? ajoutons et retran- 
chons la quantité 

(i4) sera alors de la forme 

et l'on pourra prendre, pour les fonctions '^, 

o^^. — à^x^t — l a^ x^ y^ '— pa X l^ — py^ l^ — ri'", 
cl, en faisant < = o, il viendra la surface du quatrième degré 

( V) 5* -h z{2y^-h 3axy) — ^^x^— Ja*.r- j ^ — pax — py-— r—.o. 

Remarque. — On pourrait encore prendre pour ^^ 

q>j= 'xy^-\- Zaxyt-\- 2t^{ax -h (3 V 4- yl), 

ce qui donnerait une nouvelle expression pour ^4 ; mais les surfaces auxquelles 
on arriverait ainsi seraient des transformées homographiques des surfaces (V). 

7. Dans son Mémoire déjà cilé, sur les surfaces du quatrième degré dont 
le genre géométrique pg est nul, M. de Franchis a obtenu, par une autre voie, 
les surfaces (I), (II), (III), (IV), (V), et il en a fait ensuite l'étude géométrique. 

Nous pouvons remarquer, au sujet de ces surfaces, qu^elles sont toutes repré- 
senlables sur un cône cubique; de plus, ce sont les seules surfaces du quatrième 
degré admettant des intégrales de difTércnlielles totales de première espèce, et il 
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s'ensuit qu\ine surface du qualrième degré ne peut avoir deux intégrales dé 
difTérentielles totales de première espèce qui ne soient pas fonction i^une de 
rautre(*). 

Si Ton désigne par n le genre d'une section plane d'une surface conique 
et par pa le genre numérique de cette surface, on a 

Pn = — ÎT, 

et, par conséquent, pour les surfaces considérées, on pourra écrire les relations 

suivantes : 

Pi~-i — 2, P^=o, /?„ = — I. 



CHAPITRE m. 



Connexion linéaire des surfaces z^=-f^{Xyy). 

Étant donnée une surface du huitième degré de la forme 

» 

Tordre de connexion linéaire d'une telle surface sera égal à un, si la courbe 

est irréductible. Nous allons examiner les différents cas de décomposition de cette 
courbe. 

1. f% se décompose en deux courbes du quatrième degré* — Soit la surface 

(l) 5'=:a^(T;, 

et supposons que l'origine O soit un point de rebroussemisnt pour la quar- 
tique (74 = o et un point simple pour la quartique <t\=. o, la courbe <t\ étant, de 
plus, tangente en ce point à 0-4. 

Si l'origine est un point de rebroussement de première espèce sur 0-4, nous 
aurons la surface 

5*— (j?*4-.. .-+-j»4-...)(a:-h Aj^-H-. ..), 

(1) E. Picard, Théorie des fonctiom algébriques de deux variables indépendantes, 
t. I, p. i3i. - ^ ^ ^ ' 
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et la transformation 

(U) ^ = XY, 7=:Y 

nous conduira à une antre surface 

5»=Y(Y-+-...)(X4-/iY-f-...), 

qui n^admet pas de cvcles finis. 

Si Forigine est un point de rebroussement de seconde espèce, Téquation (i) 
pourra s'écrire 

Soit d'abord, 

/i* — 2 /j (3 H- I — o ; 

on effectuera alors la transformation 

(V) ^zr^XY^ y = Y, 

et nous obtiendrons la surface 

en désignant par le symbole (0-4) la courbe transformée de o-^ ; (0-4) = o rencon- 
trera, en général, la droite^ = o en deux points simples m, /i, ce dernier point 
étant aussi un point simple de (^4)* Il pourra encore arriver que m vienne à 
coïncider avec n et alors la droite^ = o deviendra tangente à (1x4) en n ou bien 
(0-4) admettra un point double en n. Si ce point double est un point de rebrous- 
sement pour (74), nous allons voir que ce sera un point de rebroussement de 
première espèce. 

En effet, l'équation développée de ar^ peut s'écrire 

0*4 = a:' -t- ^otjc^y 4- 2 (3 xy* -h ûtj?* -h bœ^y -+- cœ^y^ -h djcy^ 4- y* z= o, 

si l'on fait disparaître le terme en x^ par un choix convenable de l'axe des x. 
La transformation (V) nous fera passer à la courbe (<r^) 

( 0*4 ) r= j;* -h 2ax^y -f- 2 (3 27 4- ax^y^ -h bx*y^ -+- cx^y^ -+- dxy h- i == o. 

Si l'expression 

J7* + 2 (3 X -h I 

n'est pas un carré parfait, (a'4) rencontrera la droite^ = o en deux points simples 
m et 71 {^fig* 12). Dans le cas contraire, nous pouvons prendre p =^ — i et, si nous 
transportons l'origine au point (^ = i , j^ = o), il viendra 

((74) = (2(5t •\'d)y -h a?' 4- (4a '\-d)xY 4- cr*4- lOLx^y 4- ^7*4- 2cj?/'4-. . . = o. 
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Si 2a-rrf^o, le point m est venu coïncider avec /i, et la droile^ = o est 
tangente à (o-^ ) en /i. Si 2 a -h €/= o, le point n est un point double sur (<T4). Le 

Fig. là. 




point double sera à tangentes confondues si l'expression 

est un carré parfait; alors c = a^ et (0-4) devient 

(o"*) = (j: 4- «y)*-+- 3ajr*y -+- ^/'-f- 2a' j?/* 4-. . . — o. 

Coupons cette courbe par la droite 

X -h o(,y = o ; 

pour cela, remplaçons x par — <iy dans Téquation de (o"4), on obtiendra 

by^ 4- . . . = o, 

les termes non écrits étant de degré supérieur à trois. Si la tangente de 

rebroussement en n rencontre (t^) en quatre points confondus en /i, on devra 

avoir 

^ = o, 

mais alors la courbe 0-4 aurait pour équation 

{x — y- -{- oLxyY-h ax^=iOy 

et, par conséquent, ne serait pas indécomposable. II s'ensuit que si le point n 
considéré est un point de rebroussement sur (^'4), ce ne peut être qu'un point de 
rebroussement de première espèce. 

Supposons, en second lieu, que l'on ait 

h- — 2 ,3 /i T- I ^ o, 

inégalité qui sera certainement vérifiée si /i = o, c'est-à-dire si l'origine est un 
point d'inflexion pour fj\. Dans le cas actuel, quatre seulement des points d'inter- 
section de 0*4 et <t\ seront confondus au point O. Les deux quarliques se rencon- 
treront donc, au moins, en un autre point 0| . Si ce point est un point double pour 
les deux courbes, on transportera l'origine en Of , on rejettera à l'infini la tangente 
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de rebroussement en O, et l'on prendra pour axe des x la droite 00< ; après quoi 
on efiectuera la transformation 

(W) ^=Y*' ^"Y' 

qui donnera une surface du sixième degré déjà étudiée 

Si le point O4 est double sur 0-4 seulement, ce ne sera pas pour cette courbe un 
point de rebroussement de seconde espèce. 

Enfin, si le point 0| est un point de rebroussement de seconde espèce sur o-'^ et 
un point simple sur <Tj| et que, de plus, les deux courbes se rencontrent, en ce 
point, en quatre poinls seulement confondus avec Of , les deux qnartiques devront 
alors se couper en un troisième point O2; d'ailleurs, ce point O2 ne pourra être 
un point de rebroussement de seconde espèce, ni pour dji, ni pour (t\. 

Nous vojons ainsi que, si les courbes 0-4, (t\ se coupent en un point O qui est 
un point double pour l'une de ces courbes et un point simple pour Tautre, la 
surface (i) correspondante n'aura pas de cjcies finis. 

Il en sera de même si^ en un point O, les deux quartiques 0*4, <t\ admettent, 
Tune un point double à tangentes confondues, l'autre un point double avec deux 
branches distinctes. Tune de ces branches étant, au point O, tangente à 0-4. Dès 
lors, on pourra poser 

^4 ^^ wC —p- • • • 1 

les termes non écrits étant de degré supérieur au second. 

Pour voir que, dans cette hypothèse, tous les cycles de ïa surface (i) se rédui- 
ront à des cycles nuls, on effectuera une transformation (U) si le terme en ^' 
entre dans 0-4 ou si ce terme ne se trouve ni dans 0*4, ni dans o*'^ ; on fera une 
transformation (V) si le terme en y^ existe dans <t\ et non dans 0-4. 

Nous examinerons encore le cas où 74 et (t\ auraient un point de rebroussement 
en un point O, les deux tangentes de rebroussement en ce point étant con- 
fondues. 

Si le point O est un point de rebroussement de première espèce pour les deux 
quartiques, ou pour l'une d'elles seulement, on aura recours à une transforma- 
tion (U). 

Si le point O est un point de rebroussement de seconde espèce pour o-j et t'^, 
on rejettera à l'infini la tangente commune de rebroussement en O; on prendra 
pour origine l'un des points de contact Oi de 0-4 avec une tangente à celle courbe 
menée du point O. L'axe des x étant la droite 00^, les équations des deux quar- 

L. 8 
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tiques seront alors 

0-4 = hy^ -hy'(ax -h by) -h j7*-i- mxy -+- ny^-\- y = o, 

<7\=z h'y^-{-y^{a'a: -h b'y)-h x^-\-m! xy -h n'y*-{- a'x 4- P'j-H y' = o. 

Effectuons sur ces deux courbes une transformation ( W), il viendra deux autres 
courbes (0-4), {<t\) 

(a^) =^Y*-^ ûc^-i- mûcy -h ny*-\- ax -h by -^ hzziOj 

{(t\) izzy'y*-!- (a'x-h (3'y)/*+ J7*-h m' xy -\- n'y^-i- a'x -+- b'y -4- A'=:o, 

et l'on sera ramené à considérer la surface 

Il est aisé de voir que, parmi les points d'intersection des courbes (0-4) et {(t\)^ 
il y en aura quatre seulement confondus au point à l'infini sur Ox. Les deux, 
courbes (o'4), (<t\) se couperont donc, au moins, en un autre point O2 qui devra 
être un point double sur l'une de ces courbes si Ton veut que la surface (1) puisse 
admettre des cycles qui ne soient pas tous nuls. D'ailleurs, si l'on place l'origine 
au point O2, l'axe Oj^c étant la droite OO2, et qu'on transforme la surface (i') 
par les formules (W), on obtiendra une surface du sixième degré 

Il pourrait arriver que, du point O, on ne pût mener à 74 et a'^ aucune tan- 
gente distincte de la tangente de rebroussement. Soit, alors, 

0*4 = hy^ -h y^{ax -{- by) -\-x^ -+• mxy -+- ny^ -^ ax -^ ^y; 
on aura, par hypothèse, 

(ay^-^ my -h a)*— 4(^y*-+- ^y'H- '^y'+Py) = const., 
et il s'ensuit que l'équation de 0*4 pourra s'écrire 

0*4 = (v/Ay*-f-af-+-^y)*-h ax -h (3/ = 0; 
de même, pour (t\ , on aura 

(7\ = {spï'y^ H- 07 4- v//*'y )'-t- a'x H- ^'y + y'= o, 

et, si Ton pose 

s[hy^-^rx-^s/ny^\, / = Y, 
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à la surface (i) correspondra bi rationnellement une surface 

-'=/6(^, y). 

Les remarques qui viennent d^étre faites sur la surface (i) nous permettent d^af- 
firmer qu'une telle surface ne possède aucun cycle fini. 

2. /g *^ décompose en une courbe du sixième degré et deux droites, — Nous 
allons considérer la surface 

(2) ^>=(je<j, a, 

et examiner, d'abord, le cas où les droites o-f, o-'^ ne se coupent pas sur la 
courbe (Te= o. 

Supposons que la droite o-i soit tangente à tq en un point O, qui est pour cette 
courbe un point de rebroussement de seconde espèce. Si la droite 0-4 rencontre 0-5 
en quatre points ou en cinq points confondus avec le point O, (Ti devra encore 
couper (Tq en un point simple, ou en un point double auquel elle ne sera pas tan- 
gente à la courbe a-^; et, par conséquent, la surface n'admettra pas de cycles finis. 

Mais il pourra arriver que la droite <j^ soit tangente à <t^ en un point de 
rebroussement O, et ne rencontre cette courbe qu'au point O, et que, de même, 
la droite o-'^ soit tangente à o-q en un autre point de rebroussement O^ et ne ren- 
contre la courbe qu'en ce point. Rejetons <t\ à Tinfini et prenons 00' pour axe 
des X et o-, pour axe des^. L'équation (2) pourra s'écrire 

faisons la transformation simplement rationnelle 

x = X\ y = Y; 

il viendra une surface 

5«=/„(X, Y), 

fn désignant un polynôme en X, Y qui sera irréductible, si toutefois l'équation 
de la courbe Ce ne peut pas être mise sous la forme 

mais alors, nous aurons 

les termes non écrits étant de degré inférieur au troisième. D'ailleurs, ^(^, y) 
devra être du premier degré en x. Il s'ensuit que la transformation j: = X* nous 
fera, dans ce cas, passer de la surface (2) à une surface déjà rencontrée 
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On raisonnera exactemenl de la même façon dans Th^pothèse où les droites Ti, 
<t\ se coupent en un point double de cto et sont, de plus, tangentes : la première 
en un point O, la seconde en un point O' de o"e, ces deux points O et O' étant sur 
la courbe o-q des points de rebrousseraent de seconde espèce. 

Supposons encore que (T|j <t\ se coupent en un point triple O de o-^,. Si l'une 
des droites <j n'est pas tangente en O à o-e, la surface (2) n'aura certainement pas 
de cycles finis (Chap. I, n" 5). 

Chacune des droites (t devant élre tangente à o-^ au point triple considéré, Tune 
de ces droites sera une tangente simple pour celte courbe, nous la prendrons 
pour axe des y. Nous pourrons écrire ainsi l'équation (2) 

et, après une transformation (U), il viendra la surface 

dont l'ordre de connexion linéaire est égal à un. 

3. /s se décompose en une courbe du sixième degré et une conique, — Si 
la courbe du sixième degré o-o ne rencontre la conique ^2 qu'en un point (o, nous 
pourrons poser 

(j^z=:x—y^y o-ft^C^— 7')9t(^, 7)-+-^ 

et il suffira d'examiner le cas où le point o) serait un point de rebroussement de 
seconde espèce pour o-e, la tangente de rebroussement étant la tangente à (72 en ce 
point, et aussi le cas où o-^ aurait un point multiple d'ordre quatre en cot 
D'ailleurs, il n'y a pas non plus alors de difficulté, car la transformation 

^— .r'=x, y — \ 

nous conduira de la surface 

(3) 5*=Z<T6<72 

à une autre surface déjà étudiée. 

Si les courbes o-g et dj se rencontrent en deux points (o et O, on placera l'ori- 
gine au point O, on prendra pour axe des x la droite Ow et pour droite de l'in- 
fini la tangente en w à o-o, et l'on elTectuera une transformation (W). 

4. /"g se décompose en une courbe du cinquième degré et trois droites. — La 
surface 

(4) 5*:==(Tj(J,(j',(t"; 
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étanl donnée, supposons que les droites a- forment un triangle, et que deux des 
sommets O', O'' de ce triangle i^fig» il) ne se trouvent pas sur la courbe 0-5. Nous 
aurons alors 

(<yi. <^î) = o, ((j;,(j;)=zo; 

d'ailleurs, la condition suivante 

Fig. I ^ 




qui esl toujours vériBée, nous donnera, en outre, 

(0-5, a,) — o. 

Si la courbe 0-5 admet un point simple en un sommet O'^ du triangle des 
droites o-, il viendra 

((7„a,) = 0, ((J„(7Î) = 

et, par conséquent, aussi 

((t;,c7';) = o. 

Pour que la surface (4) puisse avoir des cycles finis, il faudra donc supposer 
que, la courbe 0-5 passant en deux sommets au moins, O', O", du triangle consi- 
déré, ces sommets sont pour c^ des points doubles ou des points multiples d'un 
ordre plus élevé. On rejettera, alors, <t' à l'infini, et prenant pour axes les droites 
0*1, a-',, on fera une inversion 

I I 

et Ton sera ramené à une surface, sur laquelle tous les cycles se réduisent à des 
cycles nuls. 

Si les droites a- sont concourantes et si la courbe 0-5 ne passe pas par leur point 
de concours, tous les cycles de la surface se réduiront encore à zéro. 

Si le point O (^fig* i4) ^^^ ^^ point simple sur (75, la tangente en ce point à la 
courbe étant distincte de cii et o-'^, il s'ensuivra que 0-5 rencontrera t,, au moins 
en un autre point a, et o-'^ , au moins en un autre point p. Ces deux points a, ^ ne 
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sauraient être simples sur 0-5, car autrement nous pourrions écrire 

(<y8»<yi) = o, (a5,'(T;)=:o, {(j\,(7i) = o. 

Admettons que a soit un point double sur 0-5, et ^ un point simple; a^ étant la 

Fig. 14. 




droite de l'infini, et le's axes coïncidant avec o-i, a^y l'inversion 



I I 



transforme la surface 

z^=:a::y(a: -I- ay)(7s 

en une surface 

5*zi:Y(Y-+-aX)(Je. 

Supposons maintenant que le point O soit un point double sur la courbe 0-5. 
Si deux droites (Ti, <t\ ne sont pas tangentes à Cg au point O, on raisonnera comme 
dans le cas précédent. Si, au contraire, (T| , <t\ sont les tangentes au point double O 
de 0-5, l'équation de la surface (4) pourra se mettre sous la forme 

z*=:y(aa; -{- by){a'x 4- b'y)[{ax-\- by){a'œ -h b'y) -+-...], 
ce qui nous donnera, après une transformation (V), la surface 

z^z=zy{aœ -^ b){a'x -h b')[{aa: -^ b)(a'a:-\- b) -\-y(. . .)] 

sur laquelle un cycle linéaire quelconque sera équivalent à zéro. 

Enfin, si la courbe 0-5 a un point triple en O, la surface (4) sera unicursale. 

5. /% se décompose en une quartique, une cubique et une droite, — La 
condition 

étant toujours vérifiée, tous les cycles de la surface 
(5) a^rzrc^o-jai 
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seront réductibles à un seul d'entre eux, qui, lui-même, nous allons le voir, sera 
réductible à zéro. 

Supposons que la quartique 0-4 coupe la droite a-| en un point simple O, et ne lui 
soit pas tangente en ce point, si la cubique 0*3 ne passe pas en O, ou si elle 
y admet un point simple, ou un point double, 0-4 étant tangente à 0-3 en ce point 
double, il est évident que la surface (5) n'aura pas de cycles finis. 

Si la cubique (73 ayant un point double en O, 74 n'est pas tangente en ce point 
à Ts, l'origine étant transportée en O, nous aurons, pour y voisin de zéro, 
quatre racines infiniment petites : l'une a^ donnée par o-f = o, l'autre 6| par 
0*4 = o et enfin deux autres c^ et Ca données par 0*3 = o. 

Si l'on considère un cycle C entourant b\ et une racine non infiniment petite, 

Fig. i5. ^ 









I 



' '», \ 'Y ^ .' 



ce cycle, après une révolution de y, s'accroîtra de deux fois la somme de deux 
cycles Y et yi (Jlg* i5), de telle sorte que l'on pourra écrire 

Considérons le cas où 0-4 est tangente à (7| en un point O, et rencontre encore 
cette droite en un point O', qui est double sur la quartique ; 0-3 devra être tan- 
gente en O à (Tj et passer en O'. 

Si les courbes 0-4, 0-3 se coupent en dehors de o-i en un point O'', et que ce point 
soit double sur les deux courbes, on fera une inversion 

I j 

a:= :^7 y— Y> 

00', OO" étant les axes et O'O" la droite de l'infini. Si le point O'' est un point 
de rebroussement de seconde espèce pour 0-4, Ts étant tangente à la quartique en 
ce point, on fera uue transformation (W), après avoir transporté l'origine au 
point O et avoir pris, pour axe des x, la droite O'O". On sera conduit ainsi à 

des surfaces de la forme 

5*=/. (or, y). 

Il reste à supposer que 73 et 0-4 ne se coupent qu'aux points O et O'. Si 
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la cubique 0-3 rencontre 74 en plus de deux points confondus avec le point O, 
Téquation (5) pourra s'écrire 

z^z=ix[x — a/* -4-. . .][^ — ay'-+-. • •] ^-a^o-jCt, 
ce qui deviendra, après une transformation (V), 

Si la cubique 0-3 est tangente en O' à 0*4, et rencontre cette courbe en plus de 
six points confondus avec O'; si, de plus, le point O' est pour la quartique 
lin point de rebroussement de seconde espèce, on fera encore une transforma- 
tion (V), sur la surface (5), 

(V) x^\\\ j = Y, 

Torigine ayant été placée en O', l'axe des x coïncidant avec o-j et l'axe des y avec 
la tangente de rebroussement. Il pourra arriver que la courbe transformée ((74) 
admette un point double ou un point de rebroussement de première espèce en un 
point 0| de j^ = o. Mais, alors, la courbe (0-3) qui passera en ce point y sera tan- 
gente à (o'4). L'origine étant supposée en 0|, il suffira d'effectuer une transfor- 
mation (U) pour passer de la surface 



^s 



/(^*)(<yl) 



à une surface n'ayant aucun cycle fini. 

Soit encore le cas où 0-4 rencontre la droite Ti en deux points O et O' qui sont 
doubles pour la quartique; (73 devra passer en O et 0^ Si l'on rejette Ti à l'infini 
et qu'on prenne une origine quelconque, les axes passant d'ailleurs, l'un en O, 
l'autre en O', on sera, après la transformation 



I I 



ramené à considérer une surface de la forme 



5*= 0*4 0"'^. 



Enfin, nous supposerons que 0-4 rencontre a-| en un point triple O; 0-3 devra 
passer en ce point, de telle sorte qu'on pourra écrire, en rejetant a-i à l'infini, 

si les courbes 0-4 et 9^ ne se coupent pas à distance finie, le résultat de l'élimina- 
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tion de x entre les équations 

0-4 =1 O, 0"j = o 

se réduira à une constante k. Il viendra ainsi 

+1 (/) [V^CJ')? - +1(7) 9s(7) 94(7) H- +8(7) [?3(7)?= k. 
Dès lors, si l'on pose 

^%(y)^ -^- 9*(7) = ^' 7 = Y, 

et que l'on tienne compte de la condition précédente, on sera conduit à une sur- 
face de la forme 

5*= 0", (7| 0"'. 

6. /g se décompose en une cubique, deux coniques et une droite. — Soit la 
surface 

(6) 5* = (7, (7, a, <7„ 

et examinons le cas où les coniques 0-3, 9.^ se coupent en quatre points distincts. 
Si la droite o^i ne passe en aucun des points communs à o-^, a-!^, la surface (6) n'aura 
pas de cjcles finis. 
La condition 

((T„<7l)=:0 

sera, d'abord, toujours vérifiée. On peut écrire encore 

(^î, c^i) — o, 

et, enfin, la droite a-| rencontrera chacune des deux coniques a-, au moins en un 

point : cela donnera deux points a, ^. La cubique Ts ne pourra avoir un point 

double en chacun de ces points, ni être tangente en a et ^ à 0*1 . D'où une troisième 

condition 

{(Ji,^\)~o ou (<T;,ai) = o. 

11 en sera de même si la droite o-i rencontre les coniques 0-3, o-'^ en un de leurs 
points communs a et les coupe en deux autres points a, ^. 

Supposons que la droite o-| passant toujours au point a soit tangente en ce 
point à 0-^ et coupe 0*2 en un autre point a {fig* 6). Si la cubique 0*3 ne passe pas 
en a, nous aurons 

et aussi 

(or3,(T,) = 0. 

D'ailleurs, si la cubique 0-3 passe en a et admet un point double en a, tous les 
L. 9 
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cycles se réduiront encore à zéro; car, la droite a-, n^étant pas tangente en a à 0-3, 
il viendra 

avec les deux autres conditions 

((Ti,(t',)=0, (Œ3, (7,) = 0. 



Fig. 16. 




On raisonnera d'une façon tout à fait analogue dans le cas 011 les coniques 0-2, 
T^ ne se couperaient pas en quatre points distincts, et Ton sera toujours conduit 
au même résultat. 

On verra également, sans aucune difficulté, que pour une surface de la forme 



(6') 



Z" — (T'a (7j 0*1 (Tj Cj 



l'ordre de connexion linéaire est encore égal à un. 

7. /g se décompose en quatre coniques, — Nous allons d'abord faire une re 
marque au sujet d'une surface ayant pour équation 



(7) 



M — (Tf (Tj 0*2 ^i* 



Supposons qu'en un point m {fig- 17) de la conique (t'^, par exemple, les coni- 
ques o"^, <t'^' soient tangentes entre elles et tangentes à o-'^ ; le point m ne se trou- 



Fig. 17. 




vant pas sur 0-2. Nous prendrons pour origine un point a commun à 0*2 , 3*2 ^^ pour 
axe des jc la droite am, la tangente en m, à 0-'^, étant la droite de l'infini. Nous 
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effecluerons une transformation (W) 



t 



(W) ^ = Y^' y— y' 

et nous obtiendrons, alors, une surface pouvant se ramener à l^une des trois 
formes suivantes 

Z^:=z 0*3 0", 0", 0*1 , 

• ___ / ff 

'« — C'a ffi 0"! 0*1 o*!, 

la surface (7), dans Thypothèse qui a été faite, n'aura donc pas de cycles finis. 
Il s'ensuit que, si les coniques o-J, o-^ rencontrent o-q, ou o-^, en dehors des points 
.communs à ces dernières coniques, on n'aura pas à considérer le cas où les co- 
niques 0-^, 0*2 seraient tangentes à 0*2 ou à o-'^ en un même point m. 

Cela étant, soit, d'abord, le cas où les coniques 3*2, ^^ se coupent en quatre 
points distincts a, 6, c, d. 

Si les coniques o-g, o-'^ rencontrent l'une des coniques 0-2, o^'j en dehors des 
points a, 6, c, rf (^^. 18), il viendra, eiî vertu de la remarque précédente, 

{<rl,<Tt) = o ou (a;,(7',)=o, 

<y2,ffl)=0 ou (<T,,0-,) =zO. 

D'ailleurs, il est bien évident que 0-'' , 9-'^' ne passeront pas, à la fois, par tous les 

Fig. 18. 




points a, b, c, dj et, par conséquent, une troisième condition viendra s'ajouter 
aux deux premières, savoir : 

tous les cycles de la surface seront réductibles à zéro. 

Nous devons donc supposer que o-^, par exemple, ne rencontre pas 0*2, o-'^ en 
dehors des points communs à ces deux coniques. On peut tirer de là que 0-'^ passera 
en deux, au moins, des points a, 6, c, rf; soient c et d ces deux points. 

Si les points c, d ne se trouvent pas sur (t^, nous pourrons écrire 

((J„ ff, ) = o, (ffi, (j'i ) = o. 
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La conique o-'g pourra passer en l'un des points a, 6, au point a, par exemple. 
Si ce point a n'est pas sur o-^, on aura 

cetle condition subsistera si, toutes les coniques (t passant au point a, l'une d'elles 
n'est pas tangente à l'une des trois autres, puisque la condition 

(cT'„CT;)-+-(0-t, <T,) = 0, 

qui est alors vérifiée, se réduit, dans le cas actuel, à 

(m \ _ 

On pourra encore écrire cette équation si, le point a étant toujours commun aux 
quatre coniques t, (T2 est tangent en ce point à d^, et o-j, à c^, comme on le voit, 
en faisant une transformation (V), d'origine a. 

Enfin, si la conique cr'^ rencontre o-^ ou a'^ en dehors des points a, 6, e, d, l'une, 
au moins, des deux équations 

sera certainement satisfaite, et tous les cycles de la surface (7) seront encore des 
cycles nuls. 

En raisonnant de la même façon, on verra que, les points c eld étant communs 
aux trois coniques cr^, o*!^, o*^, il faudra que <j1 passe en ces deux points, si l'on 
veut que la surface (7) puisse admettre des cycles non tous réductibles à zéro. 

Dès lors, si l'on prend pour axes les droites ac, ad, la droite de l'infini étant 
la droite crf, et, si l'on effectue une inversion, 

on obtiendra des surfaces déjà étudiées, et l'on montrera aisément que la sur- 
face (7) n'aura des cycles finis que dans le cas où les quatre coniques <t passeront 
parles points a, 6, <?, d. Ces coniques appartiendront alors à un même faisceau 
linéaire. L'équation de la surface (7) pourra être ramenée à la forme 

et sera représentable sur un cylindre du quatrième degré ou sur un cône cu- 
bique. 

Supposons maintenant que les coniques 0*2, <t'^ soient bilangentes, et soient a, b 
les deux points de contact. 
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L'une des coniques d^, cr^, cr^ par exemple, ne devra pas rencontrer o-j, c^ en 
dehors des points a, 6; <Tj sera donc tangente en a, b aux coniques 0-2, 0"!^. 
Si la conique (t^ ne passe ni en a ni en 6, il viendra 

(cr;,cr,) = o, (cr;,cr;) = o, (cr;,cr;) = o; 

il faudra donc supposer que l'un au moins des points a, b se trouve sur o-^'. Si 
cette conique passe en a, par exemple, on fera une transformation (W), d'ori- 
gine a, Taxe des x étant la droite afr, et la droite de Tinfini la tangente, en 6, 

à 0*2, 0*2 . 

La surface (7) admettra des cycles finis dans le cas seulement où les quatre 
coniques o* seront tangentes deux à deux en deux mêmes points. 

Si les coniques <72, (t^ sont tangentes en un point, ou osculatrices, ou suroscu- 
latrices, la conclusion sera toujours la même : on pourra tracer deux cycles non 
équivalents à zéro sur une surface 

lorsque les coniques a appartiendront à un même faisceau linéaire. Dans tous les 
autres cas, l'ordre de connexion linéaire de la surface sera égal à un. 

8. /g *^ décompose en trois coniques et deux droites. — Si les co- 
niques o-j, (T* sont tangentes à la droite <j\ en un point m non situé sur 0-3 et dis- 
tinct du point co de rencontre des droites 0*1, o-'^ on verra, comme au numéro 
précédent, que la surface 

n'aura que des cycles nuls. 

Considérons alors le cas particulier suivant : 0*2 coupe les droites Ci, (i\ en 
quatre points distincts. 

Si le point to de rencontre des droites c,, cr', se trouve sur <j.^ et o-*, tous les 
cycles de la surface (8) correspondante seront réductibles à zéro. En effet, la 
condition 

(<t,,(t;) = o 

sera toujours vérifiée; ensuite, si, au point w, o-'j, est tangente à <t,, et œ* à o-',, on 

pourra écrire 

(tfi,o-,) = o, ((T;,fl';) = o; 

de plus, nous aurons aussi 

((Jj, (7i) = 0. 

Si maintenant, au point (o, l'une des droites (t n'est tangente à aucune des 
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coniques o-^, o-^, il viendra Téquation 

(<t'„<t;)4-(cti,o-',)=o, 

qui, dans le cas acluel, se réduit à 

on aura encore 

(cr„cTi)==o, 

et enfin a^ ni (t\ ne devront rencontrer 0-2 d dehors des points a, 6, c, 6f, sans 
quoi il s'ensuivrait une condition de la forme 

(<7„ct',) = o ou (c7„o-;)=o; 

supposons alors que (T^ passe aux points c et d. Si Tun de ces deux points ne se 

trouve pas sur a-^, Féquation 

((r„o-',)=:o 

sera satisfaite. Reste donc à considérer le cas où a^, <j\ passent en e et é/; on fera 
une inversion d'origine a, les axes étant ac et ad^ et la droite de l'infini, la 
droite cd. On montrera ainsi que la surface (8) ne peut admettre aucun cycle fini. 

Si aucune des coniques a^, o-^ ne passe au point (o, on raisonnera exactement 
comme au numéro précédent et l'on arrivera à ce résultat, que la surface (8) 
considérée admettra deux cycles finis lorsque les coniques 0- et l'ensemble des 
droites Ci, cr'^, considéré comme une conique, appartiennent à un même faisceau 
linéaire. Dans tous les autres cas, la surface (8) ne possède que des cycles nuls. 

La conclusion sera la même si l'on suppose que l'une des droites o- ou toutes 
les deux soient tangentes à 72. 

9. Nous n'envisagerons pas les autres cas de décomposition de la courbe 

ils peuvent, en effet, être traités aussi simplement que ceux déjà considérés. 
Nous donnerons seulement le résultat de la discussion complète, qui peut 
s'énoncer ainsi : 
La surface 

5' m C7j^j Cj Cj 



admet deux cycles finis lorsque les coniques 



ffj = O, a\ =0, O'J :=: O, o-j r= O 



appartiennent à un même faisceau linéaire. Il en est de même si une, deux ou 
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trois de ces coniques venant à se décomposer en un système de deu:x droites dis- 
tinctes, ces systèmes considérés comme des coniques font partie, avec les autres 
coniques véritables, d^un même faisceau linéaire. 

Si les quatre coniques <t se décomposent chacune en deux droites distinctes, la 

surface correspondante 

Z^ — 0-, (t\ g],., <j\" 

admettra des cycles finis, qui seront au nombre de six, lorsque les huit droites 



CT, =o, 



(Tj =o, 



.// 



CT, =0, 



• • 9 



(T\" = O 



seront concourantes en un même point. 

Toutes les^autres surfaces du huitième degré ayant pour équation 

ont un ordre de connexion linéaire égal à un. 

En d'autres termes, les seules surfaces du huitième degré de la forme consi- 
dérée, qui possèdent des cycles non tous nuls, sont représentables sur des cônes. 

Remarque, — On déduit de ce qui précède qu'une surface du cinquième degré 
ayant un point triple et admettant des cycles finis sera représentable sur un cône 
cubique ou sur un cône du sixième degré. 
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